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张 少 实 1943 年 12 月 生 于 
ЖЛЕЗА, RRR 
工业 大 学 教授 。 首 届 国 家 教 
学 名 师 奖 获得 者 ; 首 批 国家 
精品 课程 和 国家 精品 资源 


共享 课程 一 一 哈工大 材料 力 
学 课程 负责 人 ; 国家 教学 团 
队 一 一 哈工大 力学 课程 教学 
团队 带头 人 ; 宝钢 教育 基金 
优秀 教师 特等 奖 获得 者 ; = 
受 国务 院 颁 发 的 政府 特殊 津 
贴 。 曾 任 校 资深 专家 咨询 委 
员 会 委员 ; 校 教 学 督导 组 副 
组 长 ; 校 教 学 带头 人 ; 航天 
学 院 责 任教 授 。 主 持 并 完成 
国家 、 省 部 级 教学 改革 项 目 
25 项 ， 出 版 文字 教材 6 部 : 
其 中 国家 “十 一 五 ”规划 教 
材 3 部 ; 出 版 多 媒体 电子 教 
程 与 课件 2 部 ; 获 各 类 教学 
奖 国 家 与 省 部 级 12 项 ， 校 
级 10 项 。 曾 主持 或 参加 属 
于 “国家 自然 科学 基金 ”、 
“863”、“ 航 天 预 研 ”等 
科研 课题 22 项 ; 获 原 航天 部 
科技 进步 二 等 奖 1 项 ， 中 国 华 
电 集 团 公司 科技 进步 二 等 奖 1 
项 ， 黑 龙 江 省 节能 降 耗 技术 
创新 成 果 奖 1 项 。 
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本 书 是 “国家 工科 力学 基础 课程 教学 基地 ”建设 项 目的 研究 成 果 之 
-， 是 普通 高 等 教育 “十 一 五 ”国家 级 规划 教材 ， 是 “哈尔滨 工业 大 学 
十 一 五 ”教材 规划 ”中 的 重点 教材 。 本 书 也 是 首 批 “国家 精品 诛 程 ”和 
“国家 精品 资源 共享 课程 ”主讲 教材 ， 同 时 是 “哈工大 国家 力学 课程 教学 
团队 ”建设 项 目的 标志 性 成 果 之 一 。 本 书 编写 的 总 体 目 标 是 ， 充 分 注意 
到 后 续 课程 以 及 当代 工程 设计 思想 、 理 念 与 方法 的 深刻 变 草 ,刻意 追求 加 
强 与 适当 折 宽 基础 ， 强 化 应 力 与 应 变 分 析 主 线 ， 突 出 力学 、 几 何 、 物 理 三 
大 方程 ， 疝 当代 前 沿 开 设 窗口 与 接口 等 。 本 书 在 内 容 、 体 系 、 结 构 与 问题 
表述 上 均 有 和 较 大 的 创新 。 




















全 书包 括 绪 论 、 应 力 状态 分 析 、 应 变 状 态 分 析 、 材 料 的 力学 性 能 与 应 
力 应 变 关 系 、 轴 癌 拉 压 、 扭 转 、 弯 曲 、 组 合 内 力 时 杆 件 应 力 计 算 、 能 量 原 


理 、 超 静 定 结构 、 材 料 失效 及 强度 理论 、 杆 件 的 强度 与 刚度 计算 、 联 接 、 
弹 塑性 变形 与 极限 载 集 分 析 、 疲 和 劳 与 断裂 、 压 杆 稳定 等 共 16 章 。 

本 书 可 作为 高 等 工科 院 校 本 科 各 专业 教材 ， 亦 可 作为 有 关 工 程 技术 人 
员 的 参考 书 。 

为 便于 教师 讲授 本 书 ， 配 套 编制 了 电子 教案 ,教师 可 通过 http: // 
www. cmpedu. com 注册 后 免费 下 载 使 用 。 
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H 2009 年 3 月 对 本 书 第 一 次 修订 起 ,已 过 去 九 年 时 间 。 这 期 间 经 历 了 哈 尔 深 工业 
大 学 材料 力学 诬 程 建设 从 “国家 精品 诬 程 ” 向 “国家 精品 资源 共享 课程 ”的 飞跃 。 同 
时 ， 还 恰 逢 哈 尔 洲 工业 大 学 力学 讲 程 教学 团队 建设 成 为 国家 级 教学 团队 的 有 利 奖 机 。 无 
疑 ， 本 教材 在 这 一 飞跃 和 自 机 中 ， 得 到 了 进一步 的 审视 和 锤 炬 。 不 仅 如 此 ， 这 期 间 移 动 
互联 网 和 移动 通信 技术 获得 了 飞速 发 展 ， 手 机 已 经 成 为 全 民 的 便捷 通信 工具 。 所 有 这 
些 ， 都 为 本 次 修订 工作 提供 了 有 利 条 件 。 

本 次 修订 ， 在 教材 内 容 选 取 、 体 系 结构 设计 以 及 杆 件 应 力 与 变形 分 析 方 法 叙述 等 方 
面 ， 仍 沿用 了 第 2 版 的 做 法 。 进 一 步 传 承 适 当 拓 党 和 深化 基础 知识 ， 突 出 应 力 与 应 变 分 
析 主 线 ， 凸 显 平衡 、 几 何 、 物 理 三 方面 条 件 在 分 析 、 求 解 杆 件 应 力 和 变形 时 的 核心 作用 
这 一 编写 理念 。 

由 于 本 版 采用 双色 印刷 ， 故 重新 绘制 了 全 书 的 绝 大 部 分 插图 。 新 插图 以 蓝 色 与 完 蓝 
色 为 主 色调 ,约定 : 人 研究 对 象 、 未 知 的 和 需要 求解 的 力学 量 (约束 力 、 内 力 、 应 力 、 位 
移 、 变 形 等 ) 、 要 引起 读者 特别 关注 的 线 、 面 和 体 ， 教 材 中 的 难点 与 重点 等 ， 一 般 用 亮 
蓝 色 和 蓝 色 绘制 或 标注 。 用 透明 色 ， 描 述 出 被 捞 挡 的 或 形体 内 部 的 线 和 面 的 变形 情况 
(如 弯曲 等 ) ， 以 助 于 读者 的 形象 思维 和 对 知识 的 理解 。 不 同 的 面 (如 单元 体 等 ) 采用 
不 同 凑 色 或 忱 度 ， 用 渐变 色 模 拟 光 照 等 ， 用 以 增强 插图 的 立体 感 。 

本 次 修订 ,设置 了 二 维 码 ， 一 些 没有 写 入 和 无 法 写 和 人 本 书 中 的 相关 教学 内 容 和 信息 
以 及 辅助 教学 等 ， 被 编撰 并 链接 相应 的 二 维 码 。 概 括 起 来 ,这些 内 容 和 信息 包括 : 多 媒 
体 这 件 ， 动 画 ， 知 识 扣 的 外 延 和 次 化 ， 引 申 问 题 ， 解 题 思路 ， 力 学 史话 ， 前 沿 问题 ， 
等 等 。 

对 于 上 一 版 中 个 别 不 严谨 的 叙述 和 错误 之 处 ， 作 了 修正 。 

综 上 所 述 ， 第 3 版 《新 编 材 料 力学 》 具 有 如 下 特色 : 

1. 基础 知识 适当 拓宽 和 诬 化 。 材 料 力 学 的 基本 概念 (如 强度 、 刚 度 、 稳 定性 、 应 
力 、 应 变 、 应 变 能 ， 等 等 ) ， 基 本 原理 和 理论 ( 如 切 应 力 互 等 、 平 衡 、 应 变 连 续 和 变形 
协调 、 应 力 应 变 关 系 、 能 量 原理 、 互 等 定理 、 强 度 理论 ， 佬 加 原理 等 等 ) 以 及 基本 方法 
(综合 平衡 、 几 何 、 物 理 三 个 方面 条 件 分 析 和 求解 力学 问题 ， 能 量 法 ,车 加 法 等 )， 是 变 
形体 力学 最 基础 、 最 普遍 的 知识 ,它们 和 人 研究 对 象 的 形体 是 否 为 杆 件 没有 任何 必然 性 。 
因此 ， 加 强 和 深化 这 部 分 内 容 ， 能 够 从 一 般 性 或 普 裔 性 条 件 或 问题 中 引出 的 ， 束 不 必 的 
记 于 杆 件 ， 从 而 更 能 引导 学 生体 悟 到 这 些 知 识 所 具有 的 普遍 性 和 基础 性 ， 而 不 至 于 使 其 
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2. 所 有 插图 用 双色 和 不 同 亮度 色调 绘制 ， 新家、 腕 丽 ， 形 象 、 允 真 ， 透 明 感 与 立体 
感 强 。 这 样 ， 使 得 那些 无 法 看 到 的 (如 构件 内 部 点 、 线 、 面 的 位 移 和 变形 规律 ) 和 抽象 
的 ， 以 及 课程 重点 和 难点 内 容 (如 平面 假设 、 截 面 上 应 力 分 布 规律 等 ) 变 得 可 见 、 下 
观 ， 形 象 、 清 晰 和 易于 理解 ; 使 得 重要 和 须 特 别 关 注 的 地 方 更 加 醒目 、 凸 显 。 

з. 二 维 码 助教 ， 使 得 本 书 有 了 支持 移动 网 络 和 移动 通信 的 功能 。 从 而 ， 极 大 地 丰富 
了 辅助 教学 信息 ， 使 本 书 真 正成 为 一 本 能 满足 学 生 个 性 化 学 习 的 “立体 教材 "。 用 移动 
通信 工具 扫描 相应 页 码 的 二 维 码 ， 可 以 获得 诸如 答疑 、 解 惑 、 深 化 、 外 延 、 前 沿 、 动 态 
插图 等 更 加 丰富 的 辅助 教学 信息 ， 同 时 ， 这 些 辅 助教 学 内 容 容 易 修 改 和 与 时 俱 进 。 

参加 本 版 修订 工作 的 有 张 少 实 、 王 春香 、 张 桂 迁 、 衣 恒山 四 位 教授 ， 主 编 由 张 少 
实 、 王 春香 担任 。 张 少 实 负 责 全 部 书稿 和 二 维 码 部 分 的 统 稿 以 及 第 1、9、10、11 章 的 修 
订 与 所 辖 二 维 码 内 容 的 编撰 工作 ; 王 春 香 负责 部 分 书稿 统 稿 以 及 第 4、7、8、16 зу 
订 与 所 辖 二 维 码 内 容 的 编 抽 工作 ; ЖЕЕ ЕЛ лз 5, 6, 12, 13 2, MR A 的 修订 与 所 
辖 二 维 码 内 容 的 编撰 工作 ; 胡 恒 山 负 责 第 2、3、14、15 章 的 修订 与 所 辖 二 维 码 内 容 的 
编撰 工作 。 全 书 所 有 插图 和 二 维 码 所 辖 的 59 幅 动 画 ， 均 由 张 少 实 绘制 完成 。 
| 本 书 修订 期 间 ， 哈 尔 滨 工 业 大 学 国家 力学 课程 教学 团队 ， 航 天 科学 与 力学 系 、 航 天 
—= 学 院 、 校 本 科学 院 和 校 教 务 处 的 各 级 领导 给 予 了 极 大 的 关心 和 支持 。 材 料 力 学 课程 组 的 
老师 ， 特 别 是 青年 老师 ， 提 出 了 宝贵 意见 ， 并 给 予 许多 帮助 ， 特 此 一 并 感谢 | 

特别 要 提 及 的 是 ， 哈 尔 滨 工 业 大 学 固体 力学 学 科 带 头 人 盖 材 政教 授 和 航天 学 院 高 宗 
俊 教 授 ， 他 们 不 顾 年 事 已 高 ， 认 真 地 审阅 了 人 全书， 并 提出 了 宝贵 意见 与 建议 。 在 此 ， 致 
以 潜 高 敬意 和 衷心 感谢 。 

同 于 水 平 ， 难 免 错 误 和 下 漏 ， 和 敬 请 老师 和 读者 批评 、 和 做 正 。 
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本 书目 2002 年 第 1 版 出 版 以 来 ,已 使 用 了 七 年 。 本 次 修订 正 值 哈 尔 深 工 业 大 和 学 材 
料 力 学 国家 精品 读 程 、 力 学 读 程 国家 教学 团队 建设 工作 努力 展开 并 取得 一 定 成 效 的 时 
期 ， 也 正 值 普通 高 等 教育 “十 一 五 ”国家 级 规划 教材 方案 实施 和 积极 向 前 推进 的 时 期 。 
修订 工作 被 纳入 这 一 规划 和 建设 工作 当中 ， 受 到 了 等 校 和 团队 的 热切 关注 和 极 大 支持 。 
团队 和 精品 课程 建设 对 本 书 修订 小 组 提出 了 高 标准 要 求 ， 并 为 本 书 修订 工作 进一步 指明 
792131. 

强化 基础 知识 ， 座 化 应 力 与 应 变 分 析 思 想 ， 突显 平衡 、 几 何 、 物 理 三 方面 条 件 在 分 
析 、 求 解 力 学 问题 中 的 核心 作用 ， 增 强 对 理论 知识 的 了 且 观 表 述 是 本 书 的 特色 ， 也 是 本 次 
修订 工作 所 杂 循 的 指导 思想 。 七 年 来 ， 随 着 教育 部 “教学 质量 工程 ”建设 的 进一步 开 
展 ， 随 着 我 国教 育 、 教 学 改 诗 热 滑 的 莲 动 兴起 ， 随 看 使 用 本 书 的 教师 投 号 教学 实践 的 继 
续 深 入 ， 证 明 当 击 在 我 国 材 料 力 等 教材 这 个 生机 动 动 的 百花 园 中 ， 具 有 这 一 特色 的 材料 
力学 是 有 其 生命 力 的 ， 并 已 得 到 广大 教师 、 学 生 和 读者 的 认可 。 

膛 循 上 述 思想 ， 修 订 后 的 《新 编 材料 力学 》， 沪 用 了 原来 的 内 容 、 体 系 架 构 ; 将 圆 
得 扭转 ， 桨 村 曲 变 形 时 应 力 、 变 形 分 析 和 求解 的 叙述 部 分 和 内容 做 了 改 与 ; 增加 了 提高 构 
件 疫 筋 强 度 措 施 等 联系 工程 实际 的 知识 ; 新 增 了 少量 例题 ; 重新 绘制 了 插图 ， 使 得 全 书 
插图 风格 趋 于 统一 。 

参加 第 2 版 修订 工作 的 有 张 少 实 教授 、 王 春香 教授 和 张 桂 莲 副教授 。 张 少 实 教 授 担 
任 主编 ， 并 绘制 了 书 中 的 全 部 插 岗 。 在 修订 期 间 ， 哈 尔 深 工业 大 学 教务 处 、 航 天 学 院 、 
航天 科学 与 力学 系 的 领导 给 予 了 莫大 的 关怀 和 文 持 。 团 队 和 读 程 组 同仁 提出 了 中 肯 的 意 
见 ， 并 给 予 有 益 的 指导 。 特 别 是 哈 尔 洲 工业 大 学 固体 力学 学 科 带 头 人 着 条 政 教授 、 航 天 
FARRAR H T ERBA, heh FEER, E, СД e ДСТ 
心 的 感谢 。 

因为 水 平 有 限 ， 修 订 后 的 教材 难免 有 中 漏 和 从 区 之 处 ， 克 望 广大 教师 和 读者 批评 与 
给 予 指导 。 






































编 者 
2009 +3 月 





PIB 2. 








本 书 是 “国家 工科 力学 教学 基地 ”建设 项 目的 研究 成 果 之 一 ， 是 “ 哈 尔 深 工业 大 学 
十 五 ”教材 规划 ”中 的 重点 教材 。 

由 于 计算 机 扩 术 的 广泛 应 用 ，AutoCAD 、 大 型 结构 有 限 元 分 析 软 件 等 已 成 为 工程 师 
手中 的 得 力 工 具 。 高 速 快 捷 的 计算 机 设计 与 精细 周密 的 有 限 元 分 析 ， 再 加 之 新 型 材料 与 
先进 工艺 的 不 断 涌 现 ， 使 得 工程 设计 思想 、 理 念 与 方法 发 生 了 深刻 变革 。 本 书 编写 过 程 
中 ， 充 分 注意 到 工程 设计 的 这 一 变 车 以 及 后 续 诛 程 的 改革 ， 刻 意 奶 求 如 下 总 体 目标 : 

加 强 与 适当 折 宽 基础 ;强化 应 力 与 应 变 分 析 观 点 并 以 此 为 全 书 主线 ; 突出 力学 、 几 
何 、 物 理 三 大 方程 ; 统一 坐标 系统 ; 加 强 对 理论 知识 的 形象 直观 表述 与 联系 工程 实际 ; 
癌 当 代 前 沿 适当 开设 窗口 与 接口 等 。 

由 此 ， 本 书 在 内 容 、 体 系 、 结 构 与 知识 表述 上 均 做 了 较 大 幅度 的 更 新 。 特 别 是 书 中 
的 插图 ， 巾 于 得 益 于 计算 机 强大 的 绘图 功能 ， 它 们 改变 了 传统 的 线 框图 形 的 面 狐 ， 取 而 
代 之 的 是 立体 感 与 透明 感 较 强 的 二 维 与 三 维 图 形 。 这 样 ， 将 会 得 到 更 形象 征 观 的 描述 效 
有 末 ， 更 有 助 于 该 者 对 知识 的 理解 。 

全 书包 括 绪论 、 应 力 状态 分 机 、 应 变 状态 分 机、 应力 应 变 天 系 与 材料 的 力学 性 能 、 
得 站 拉 压 、 扭 转 、 弯 曲 、 复 杂 内 力 时 应 力 计算 、 能 量 原 理 、 超 静 定 结构 、 材 料 失 将 与 蝇 
度 理论 、 杆 件 强 度 与 刚度 计算 、 联 接 、 弹 塑性 变形 与 极限 载 千 分 析 、 疲 筋 与 断裂 、 压 杆 
稳定 等 共 16 章 。 

本 书 由 张 少 实 教授 主编 ， 兰 冬 政 教授 主 审 。 参 加 编写 的 老师 有 : 王 春 香 副 教授 (第 
4. 7. 12, 13 革 ) 、 若 福 林 副 教授 (第 6. 9 革 ) 、 张 桂 莲 副教授 (第 8、10 和 草 以 及 附录 
А, В), 18052 (B5. 16%), WPK (第 1、2、3、11、14、15 ж), ЁРИ 
绝 大 部 分 图 形 是 由 张 少 实在 计算 机 上 绘制 的 。 

本 书 的 编写 得 到 了 国家 工科 力学 基地 建设 项 目 基 金 与 哈 尔 演 工 业 大 学 重点 教材 基金 
资助 ， 哈 尔 演 工业 大 学 教务 处 给 予 二 接 关 怀 与 大 力 文 持 。 在 经 历 了 五 轮 循 环 的 试点 教学 
过 程 中 ， 哈 尔 深 工 业 大 学 实验 学 院 、 航 天 工程 与 力学 系 等 单位 积极 配合 、 易 力 相 助 。 哈 
尔 演 工业 大 学 固体 力学 学 科 带 头 人 兰 秉 政教 授 、 北 各 科 技 大 学 新 东 来 教授 审阅 了 全 书 ， 
提出 了 许多 宝贵 意见 与 建议 。 哈 尔 深 工 业 大 学 材料 力学 教研 室 全 体 老 师 一 二 关注 着 本 书 
的 编写 工作 ， 他 们 也 对 本 书 提出 了 宝 贯 意见 。 我 们 在 此 齐 致 以 衷心 的 感谢 。 

出 于 编者 的 有 限 水 乎 ， 书 中 难免 存在 缺点 、 芷 漏 与 错误 之 处 ， 奶 请 广大 教师 与 该 者 
不 次 指正 。 















































编 者 











第 3 版 у = Er OT 57 
第 2 版 前 言 в 52 轴 向 拉 压 а.а... 60 
第 1 版 前 言 5.1 Ж [п] jy ЕНУ JJ ЖУРОЛУ ОГ 60 
第 1 章 绪论 1 уз: A Энене ннан нала 61 
11 强度 刚度 稳定 性 oere I 5.3 圣 维 南 原 理 MRP ecetet 03 
L2 ”变形 固体 及 其 基本 假设 зз... 2 5.4 MDEE A ннн» 65 
和 3 5.5 轴 门 拉 压 超 静 定 问题 温度 应 力 
4 恋 形 与 位 移 Е ДУЛ 67 
А гу == А 5.6 构件 受 惯 ' HF HST Jo IFAS ......... 
第 2 音 ”应 力 状态 分 析 а 物件 受 惯性 力作 用 时 的 应 力 计算 72 
БУ I 2Sesesessaasparqactascpashustasapasaqpupuspakakaqaqqa 75 
2.1 内力. 6 第 ЕЕ 
7 2 应 力 的 概念 a p Н 9 р ан кн РРР ТУ 81 
> 3 к 的 应 力 状态 切 应 力 互 等 定理 ш А F \ ИНИ 8] 
= а | 6.2 圆 轴 扭 转 横 截 面 上 的 切 应 力 ………………… 83 
2.4 二 回应 力 状态 分 析 解析 法 …………… 13 
_ . 、 6.3 ” 圆 轴 扭转 破坏 模式 的 分 析 ………………… 86 
2.5 二 癌 应 力 状态 分 析 ”图 解法 …………… 17 s ИИ 
®@ = КЛ ЛЫК eaea 21 6.4 НН ИНЕ sss a 
Ки 做 休 平 入 s s 6.5 ЗЕЕ онар 88 
6.6 薄 壁 杆 的 自由 扭转 。 剪 力 流 зе сс 90 
和 27 
第 з КЕ 应 变 状 态 分 析 Н К 2] 人 93 
, урта ра ОСК 7 S ненен нее 96 
Ë we Wasi A 7.1 RERS АЕ с к 
3. я — К СЇЙ 32 12. ВО неее нан 98 
A. a РЕНЕ 34 7 3 RE АБНА сос... 而 
Бү колл аен 35 А Ж ШЕШЕГЕ. саа. ий 
к EAE a лн O 38 7 5 A >: He TI P PS s 109 
第 4 章 ， 材 料 的 力学 性 能 与 应 力 应 变 a E iti 
ne 41 7.7 开口 薄 壁 非 对 称 截面 梁 的 弯曲 
4.1 材料 的 力学 性 能 与 基本 试验 ……………… 41 ЖОШ Г ИНЕ ЕРИИЕ НИЕ 117 
4.2 轴 回 拉 伸 和 压缩 试验 ppp 42 7.8 НУО ”弹性 曲线 微分 
4.3 ”常见 工程 材料 的 应 力 - 应 变 曲 线 ………… 46 par e АЛОО Т т 119 
4.4 МВБ 2 .............................. 48 7.9 直接 积分 求 梁 的 变形 ppp. 121 
4.5 各 疝 同 性 材料 的 胡 克 定律 …………………… 49 7.10 ”全 加 原理 与 全 加 法 求 变形 ………………… 124 
ЖЫ у РИОРИРИНИНИ 53 7.11 ВТЗ еее 128 
4.7 各 向 同性 材料 弹性 常数 间 的 关系 ......... 56 J ТРО О ы ne dn ү» 130 
4.8 各 向 异性 材料 应 力 -应 变 关 系 зс 56 第 8 章 组 合 内 力 时 杆 件 应 力 计 算 …… 138 


新 编 材料 力 学 “第 3 版 


























8.1 ЗНН Не 138 E Вне 234 
8.2 偏心 拉 伸 与 压缩 141 13.1 工程 中 常见 的 联接 结构 ………………… 234 
8.3” 寄 曲 与 扭转 Ce 146 13-97 ЗОЛ Р не 235 
2JEL................................................... 148 19.3. TO 236 
Ее ОТГ BEDE see 153 13.4” 焊 颖 与 胶 烙 接 颖 的 实用 计算 …………… 238 
01 25 杆 件 内 力 的 虚 功 6...6... 153 eT лн E 240 
9.2 虚 功 原理 及 其 对 杆 件 的 应 用 …………… 155 第 14 章 弹 塑 性 变形 与 极限 载荷 
9.3 莫 尔 定理 pe 158 ане 242 
gå RERE аенын аен ананна 161 14. 1 РЕР Е RREA ……… 242 
9.5 АЈНА T ЛУЛЕ EE o... 166 14.2 А-У АВОИ 244 
06 冲击 pp 169 14.3 ” 超 静 定 梅 架 的 极限 载荷 т] 245 
习题 173 14.4 圆 轴 的 弹 塑 性 扭转 “残余 应 力 ……… 247 
ве OS 下 前 是 后 构 ОО О i77 14.5 梁 的 弹 塑 性 弯曲 “塑性 铵 2.............. 248 
10.1 超 静 定 结 构 的 概念 及 其 分 析 方 法 …… 177 本 250 
10.2 JII M ЛЕТИ И не 178 第 15 童 УБЕ ЕУ ТӘШ........................... 252 
x 10.3 具有 对 称 与 反对 称 性 的 超 静 定 5i АДН адар 252 
| Т 186 15.2 ”疲劳 的 概念 与 材料 的 疲劳 极限 ………… 254 
T 10.4 JEPE ....................................... 188 15.3 ”影响 疲劳 极限 的 主要 因素 ............... 256 
2JEL................................................... 191 15.4 ”疲劳 强度 计算 .............................. 260 
第 11 章 材料 失效 及 强度 理论 …………: 196 15.5 ” 变 幅 交 变 应 力 下 构件 的 疲劳 强度 
11.1 常用 工程 材料 的 失效 模式 及 强度 || О О г 264. 
理论 概念 196 15.6 “疲劳 裂纹 扩展 与 构件 的 疲劳 寿命 ……: 267 
11.2 关于 上 断裂 的 强度 理论 .................... 198 15.7 提高 构件 疲劳 强度 的 措施 …………… 271 
11.3 关于 屈服 的 强度 理论 PP 199 s l pu unu s О ГГ мо 273 
11.4 БЕИ нын нын. 201 第 16 章 压 杆 稳定 .pp 275 
11.5 强度 条 件 与 强度 计算 ……………………… 203 16.1 压 杆 稳定 性 概念 .......................... 275 
习题 206 16.2 ”确定 临界 力 的 静 力 法 “ 欧 拉 公式 …… 276 
第 12 章 杆 件 的 强度 与 刚度 计算 ……… 209 16.3 超过 比例 极限 压 杆 临界 力 的 计算 …… 280 
12.1 强度 计算 与 刚度 计算 2.................... 209 16.4 关于 压 杆 稳 定性 的 进一步 讨论 。…… 283 
12.2 轴 疝 拉 压 杆 件 的 强度 计算 ………………… 210 16.5 中心 加 载 压 杆 稳 定性 计算 ……………… 286 
12.3 扭转 杆 件 的 强度 与 刚度 计算 ……………… 212 2) ПРИНИ КИР ИРИ ИЕН К УКК 289 
12.4 ТРЕНУ Е БЕТЕ 214 ОБОО ЛУ Г Г Г 293 
12.5 组 合 内 力 时 杆 件 的 强度 与 刚度 附录 和 A 截面 的 几何 性 质 .pp 293 
计算 pp 219 附录 B ЖИ (GB/T 706 一 2008) ………… 306 
12.6 提高 杆 件 强 度 与 刚度 的 一 些 措施 ……: 223 HRE 部 分 习题 答案 ee 321 


习题 еее ККК К К КК КОКУС О КУС 225 参考 文献 оо i 332 





第 1 草 
Zñ Р 





与 理论 力学 不 同 ， 材 料 力学 的 研究 对 象 构件 ， 不 再 是 刚体 ， 而 是 变形 国体 ， 在 外 力 
作用 下 将 发 生 形 状 与 尺寸 的 改变 。 当 构件 所 承受 的 外 力 超过 某 一 限度 时 ， 就 要 灵 失 承载 能 
而 不 能 正常 工作 。 因 而 要 求 构 件 应 具有 一 定 的 强度 、 刚 度 与 稳定 性 。 材 料 力学 就 是 研究 构件 
强度 、 刚 度 、 稳 定性 的 一 门 科 学 。 


EEJ 强度 刚度 稳定 性 


材料 力学 将 工程 结构 (各 种 机 械 、 仪 锅 及 建筑 结构 等 ) 的 零 部 件 统称 为 构件 。 例 如 ， 
图 1-1 所 示 的 车 床 主 轴 、 齿 轮 、 传 动 轴 每 均 为 构件 。 构 件 工作 时 因 承 受 一 定 的 外 力 (包括 载 
位 和 约束 力 ) 而 发 生 的 几何 形状 和 尺寸 的 改变 ， 称 为 变形 。 当 构件 所 承受 的 外 力 超 过 某 一 
限度 时 ， 就 要 丧 失 承 载 能 力 而 不 能 正常 工作 。 有 如 下 三 种 丧 失 承 载 能 力 的 形式 : 

1) 构件 发 生 破坏 。 例 如 ， 图 1-1 所 示 的 车 床 主轴 右 断 裂 ， 则 车 床 将 不 能 工作 。 又 如 ， 
飞机 的 机 让 断 裂 ， 其 后 果 是 不 堪 设 想 的 。 

2) 构件 的 变形 过 大 ， 超 过 允许 范围 。 例 如 ， 图 1-2 所 示 的 车 床 主轴 ， 由 于 工作 时 发 生 
弯曲 变 形 而 使 工件 的 回转 轴线 与 刀具 前 进 方 回 发 生 俩 和 斜 ， 这 样 ， 加 工 出 的 工件 会 市 有 一 定 的 























图 1-1 图 1-2 
1 一 床 头 箱 2 一 主轴 齿轮 ”3 一 传动 轴 齿 轮 1 一 主轴 2 一 顶尖 3 一 工件 4 一 刀具 
4 一 传动 轴 5 一 尾 座 ”6 一 刀具 
7 一 顶尖 ”8 一 主轴 
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难度。 主轴 变形 越 大 ， 工 件 锥 度 亦 越 大 。 可 见 ， 硅 主轴 变形 过 大 而 超过 允许 范围 ， 那 么 加 工 
出 的 工件 驶 不 能 满足 精度 要 求 而 成 为 废品 。 不 仅 如 此 ， 主 轴 弯 曲 变形 过 大 还 将 使 齿轮 不 能 正 
着 路 合 、 轴 承 不 合理 的 磨损 、 甚 至 要 引起 后 床 振动 等 。 

3) 构件 不 能 稳定 地 保持 原 有 的 平衡 形态 。 
图 1-3 所 示 为 磨床 工作 原理 图 ， 当 活塞 杆 受 压 -[ 2 
BJ, # ЕЛКА ж — RE, EITHR F, «ина 
活塞 杆 会 突然 过 曲 而 失去 原来 直 杆 的 平衡 形态 ， 
从 而 丧失 承载 能 力 。 这 种 破坏 称 为 失 稳 (或 
屈曲 ) 。 

由 此 可 见 ， 要 保证 构件 工作 时 不 丧失 承载 
能 力 ， 应 要 求 其 具有 一 定 的 强度 、 刚 度 和 稳 图 1-3 
定性 。 1 一 活塞 杆 2 一 工件 3 一 砂轮 4—QW 3 

e 强度 一 一 构件 抵抗 破坏 的 能 

ө 刚度 一 一 构件 抵抗 变形 的 能 

e 稳定 性 一 一 构件 保持 原 有 平衡 形态 的 能 
x 为 提高 构件 的 强度 、 刚 度 、 稳 定性 ， 而 盲目 地 增 大 构件 截面 面积 或 选用 优质 材料 ， 势 必 
ИШ ZERRE, WAHA, ЖЕЛП РЕ ы, ЕЛКА П Д2 0, ERRET, 一味 地 增 
大 构件 截面 面积 反而 会 降低 强度 。 

应 用 材料 力学 的 知识 能 设计 出 具有 足够 强度 、 刚 度 和 稳定 性 ， 同 时 又 最 市 省 材料 、 最 经 
济 的 合理 构件 。 


DA 变形 固体 及 其 基本 假设 












































实际 上 ， 任 何 物体 受 力 后 都 要 发 生变 形 。 在 理论 力学 中 从 其 研究 任务 出 发 ， 忽 略 了 物体 
的 变形 ， 通 常 将 人 研究 对 象 视 为 刚体 。 而 在 材料 力学 中 要 人 研究 构件 的 强度 、 刚 度 和 稳定 性 ， 不 
能 忽略 物体 的 变形 ， 因 此 将 构件 视 为 变形 固体 。 
变形 固体 按 其 几何 形状 分 为 : 
1) 块 体 ， 如 图 1-4a 所 示 。 
2) 板 ， 如 平板 (图 1-4b)、 曲 板 (Ж) (图 1-4c)。 
3) 杆 件 ， 轴 线 是 直线 的 为 直 杆 (图 1-4d) ， 轴 线 是 曲线 的 为 曲 杆 ( 图 1-4e) ， 等 截面 的 
АЛҒА ВИТ, 
变形 固体 的 性 质 是 多 方面 的 ， 在 研究 构件 强度 、 刚 度 和 稳定 性 时 ， 上 自然 要 关心 变形 固体 
与 强度 、 刚 度 和 稳定 性 有 关 的 物理 性 质 ， 而 对 与 其 无 关 的 性 质 (如 导电 性 、 导 热 性 等 ) 不 
予 考虑 ， 为 此 对 变形 固体 作 下 列 基本 假设 . 
(1) 连续 性 假设 假设 变形 固体 在 其 整个 体积 内 ， 连 续 地 、 上 毫 无 空 际 地 被 构成 该 固体 的 
物质 所 充满 ， 即 变形 固体 内 的 介质 是 连续 介质 。 这 样 ， 在 材料 力学 中 就 可 以 引入 无 穷 小 概念 
并 能 运用 数学 中 的 微分 、 积 分 等 分 析 方 法 。 
(2) 均匀 性 假设 ”假设 变形 固体 内 各 个 质点 (或 各 个 部 分 ) 物质 的 性 质 都 是 相同 的 。 
这 就 是 说 ， 从 变形 固体 内 任意 切取 一 体积 单元 ， 其 物质 的 性 质 与 所 切取 的 部 位 、 切 取 的 大 小 
1а га 
2 "i 
[m]: = 











无 天 。 壁 如 材料 的 弹性 模 量 (ШЖК КИШ, Ж 
我 们 在 物理 学 中 早 就 熟悉 的 ) ， 由 于 有 了 均匀 性 假 
设 ， 那 么 它 对 变形 固体 内 任何 一 点 都 具有 相同 的 
数值 。 

(3) 各 向 同性 假设 ”假设 变形 固体 内 每 一 点 
处 ， 沿 任何 方向 物质 的 性 质 才 是 相同 的 。 这 样 ， 
硅 在 变形 固体 内 切取 一 体积 单元 ,其 物质 的 性 质 
与 该 单元 在 变形 固体 内 的 方位 无 天， 这 种 性 质 称 
为 各 癌 同 性 。 具 有 各 问 同 性 的 物体 称 为 各 问 同 性 
体 ， 否 则 称 为 各 向 异性 体 。 

从 微观 或 细 观 的 角度 来 说 ， 制 成 变形 固体 的 
任何 材料 都 是 不 连续 、 不 均匀 和 各 回 寞 性 的 。 例 图 1-4 
如 工程 中 常用 的 金属 材料 ， 其 内 部 总 是 存在 诸如 
砂 腿 、 气 孔 等 各 种 缺陷 ;即便 是 没有 缺陷 ,组 成 物质 的 分 子 、 原 子 间 还 会 有 空 陆 ， 因 而 是 不 
连续 的 。 钢 材 是 由 铁 、 兢 等 元 系 组 成 ， 不 同 元 素 其 性 质 不 同 ， 因 而 钢材 是 不 均匀 的 。 人 金属 中 
包含 着 许 许 多 多 且 排 列 错综复杂 的 晶体 ， 束 每 个 晶体 来 说 ,不 同方 向 性 质 是 不 相同 的 ， 蝇 体 
是 各 问 异 性 的 。 但 是 ， 由 于 是 从 宏观 的 、 统 计 的 角度 来 研究 变形 固体 的 力学 行为 ， 因 而 完全 
可 以 把 变形 固体 假设 成 连续 的 、 均 匀 的 各 向 同性 体 。 

需要 说 明 的 是 ， 由 于 所 面临 的 问题 和 研究 的 对 象 不 同 ， 在 某 种 情况 下 不 得 不 放弃 其 中 某 
一 个 或 菜 几 个 假设 。 璧 如， 近 些 年 来 高 技术 领域 中 广泛 使 用 的 纤维 增强 复合 材料 ， 是 由 纤 
维 、 基 体 和 界面 相 复 合 而 成 。 对 于 这 类 材料 ， 即 使 是 从 宏观 、 统 计 的 角度 来 人 研究， 纤维、 基 
体 和 界面 的 性 质 也 是 完全 不 同 的 ; 顺 着 纤维 方向 和 垂直 纤维 方向 的 力学 行为 也 是 大 不 相同 
的 。 这 样 ， 在 复合 材料 力学 学 科 中 ， 就 需 放 径 均 匀 性 假设 和 各 辐 同 性 假设 ， 把 复合 材料 制 成 
的 变形 固体 视 为 非 均 匀 的 各 向 异性 体 。 


ЕШ 外 力 及 其 分 类 











c) e) 















































1.3.1 RART E 2J k fa] 


右 载 何在 其 作用 过 程 中 ， 随 着 时 间 推 移 不 发 生变 化 或 变化 十 分 缓慢 和 微小 ， 这 样 引起 构 
件 变 形 时 各 质点 的 加 速度 为 零 或 小 到 可 以 忽略 的 程度 ， 则 称 这 样 的 载 谷 为 静 载 何 。 例 如 ， 重 
力 、 建 筑 物 对 地 基 的 压力 等 都 是 静 载 和 荷 。 反 之 ， 寿 载 符 在 其 作用 过 程 中 ， 随 着 时 间 推 移 发 生 
明显 变化 ，5 引 起 构件 变形 时 各 质点 的 加 速度 大 到 不 能 忽略 的 程度 ， 这 样 的 载 傈 称 为 动 载 集 。 
壁 如 ， 锻 锤 对 工件 的 打击 力 、 内 燃 机 气 包 内 的 气体 压力 等 都 是 动 载 集 。 

在 后 面 的 讨论 中 将 会 看 到 ， 动 载 柯 作用 效果 与 静 载 千 大 不 相同 。 因 此 ， 在 工程 设计 中 乔 
误 把 动 载荷 当 作 静 载 倚 ， 则 设计 或 分 析 的 结果 将 是 错误 的 ， 可 能 要 产生 危险 的 后 果 。 


1.3.2 体积 力 与 表面 力 
分 布 在 物体 整个 体积 内 的 力 称 为 体积 力 ， 例 如 重力 和 惯性 力 。 体 积 力作 用 在 物体 内 各 个 
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质点 上 ， 通常 情况 下 各 点 处 体积 力 是 不 同 的 。 为 表明 物体 内 某 点 a 处 体积 力 大 小 和 方向 ， 围 
绕 点 a 取 一 微小 体积 AV， 如 图 1-5a 所 示 。 设 AV 内 的 体积 力 为 A0O， 则 平均 集 度 A0/AT 的 
极限 下 


A 
F = lim 
Луо AV 


就 是 a 点 体积 力 集 度 。 矢 量 下 在 坐标 轴 上 投影 Кү, F. F. 称 为 点 а 的 体积 力 分 量 ， 其 指 问 


y 


沿 坐 标 轴 正方 向 者 为 正 ， 反 之 为 负 。 它 们 的 因 次 是 [Л] К]. 








ШЕ 分 布 在 物体 表面 上 的 力 ， 例 如 流体 的 压力 和 接触 力 等 ， 称 为 表面 力 。 一 般 情 部 下 ， 物 体 
表面 各 点 受 力 是 不 同 的 ， 为 表明 表面 某 点 5 处 的 表面 力 大 小 和 方向 ， 围 绕 点 5 取 一 微小 面积 
A4， 其 上 表面 力 为 AR (图 1-5b)， 则 表面 力 平 均 集 度 ARAA 的 极限 S 
AR 
S = lim 一 一 
AA—0 AA 
就 是 点 5 RAJEE, RE S 在 坐标 轴 上 投影 S . 5. 5, 称 为 点 4b 的 表面 力 分量 ， 其 指向 


沿 坐 标 轴 正 方向 者 为 正 ， 反 之 为 负 。 它们 的 因 次 是 [ 力 ] [KE], 
1.3.3 分 布 力 与 集中 力 


外 力作 用 在 构件 的 某 一 区 域内 ， 则 为 分 布 力 ， 上 述 的 体积 力 与 表面 力 均 为 分 布 力 。 奋 力 
作用 在 构件 某 一 极 小 区 域内 ， 可 视 为 作用 在 一 点 上 ， 称 为 集中 力 。 例 如 ， 一 辆 卡车 对 一 长 桥 
作用 就 可 视 为 集中 力 。 


EZ 变形 与 位 移 




















1.4.1 弹性 变形 与 塑性 变形 


变形 固体 在 外 力作 用 下 将 发 生变 形 。 奋 载 符 完 全 印 去 后 ， 变 形 能 够 消失 ， 使 构件 又 恢复 
到 原来 的 形状 和 大 小 ， 称 这 种 变形 为 弹性 变形 。 反 之 ， 变 形 不 能 消失 ， 人 被 永远 保留 下 来 ， 称 
这 种 变形 为 塑性 变形 或 残留 变形 。 

实验 指出 ， 一 般 金属 材料 在 一 定 受 力 限 度 内 ， 力 和 变形 成 正比 (RE) ЖЖ, HEK 
弹性 体 称 为 线性 弹性 体 ， 简 称 线 弹 性 体 。 











1.4.2 大 变形 与 小 变形 


右 物 体 的 变形 量 与 物体 变形 前 的 太 才 相 比 
很 微小 ， 这 样 在 建立 其 静 力 平衡 方程 时 可 以 忽 
上 略 其 变形 量 ， 而 使 用 物体 变形 前 尺寸 ， 那 么 此 
种 变形 为 小 变形 。 反 之 ,在 建立 其 静 力 平衡 方 
程 时 厂 无 法 忽略 其 变形 量 ， 那么 这 种 变形 为 大 ы». 
变形 。 发 生 大 变形 时 ， 变 形 与 力 不 青 呈 线 性 关 А 





系 ， 属 非 线性 力学 问题 。 材 料 力学 只 研究 小 变 pl | 
形 问题 。 | 


1.4.3 位 移 图 1-6 


物体 发 生变 形 时 ， 物 体内 各 个 质点 要 移动 
(被 固定 约 东 的 质点 除外 ) ， 使 各 个 质点 间 的 相对 位 置 发 生 改 变 。 如 图 1-6 所 示 ， 点 a 在 物体 
变形 时 移 到 点 a， 点 移 到 点 以。 线段 uo'、 线 段 友 ' 分 别 是 点 a、 点 5 的 线 位 移 。 变 形 前 物 
体内 微 线段 ab 变形 后 移 到 a'b’, RBE a'b' 和 线段 ab 间 夹 角 ， 就 是 ab 微 线段 的 角 位 移 。 位 移 
是 矢量 ， 线 位 移 在 *、y 、z 方 向 的 分 量 用 w、" 、w 来 表示 ， 其 指向 沿 坐 标 轴 正 方向 者 为 正 ; mam 
反之 为 负 。 
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应 力 状态 分 析 


在 外 力作 用 下 ， 变 形 固 体内 部 相 邻 各 部 分 之 间 产 生 了 相互 作用 力 ， 这 就 是 内 力 。 内 力 反 
映 出 材料 对 外 力 具 有 抗力 和 传递 效能 。 某 一 截面 上 的 内 力 是 连续 作用 在 该 截面 的 各 个 点 上 ， 
对 于 杆 件 ， 横 截面 上 的 内 力 ， 系 指 横 截面 上 各 点 分 布 内 力 所 组 成 的 力 系 向 截面 形 心 简化 的 合 
力 与 合力 矩 。 一 般 情 况 下 ， 不 同 横 截 面 上 内 力 亦 不 相同 ， 可 用 截面 法 来 得 。 

分 布 内 力 在 截面 上 一 点 处 的 强 弱 程度 (简称 分 布 集 度 ) ， 称 为 应 力 。 应 力 在 过 该 点 截面 
的 法 向 方向 分 量 ， 称 为 正 应 力 ; 在 切 向 方向 分 量 ， 称 为 切 应 力 。 通 常情 况 下 ， 构 件 内 不 同 点 
的 应 力 是 不 相同 的 。 

用 单元 体 来 表示 构件 内 的 一 个 点 ， 用 单元 体 上 作用 的 应 力 来 表示 该 点 处 的 应 力 状 态 ， 并 
分 类 为 单 向 应 力 状态 、 纯 切 应 力 状 态 、 二 向 应 力 状 态 、 三 向 应 力 状 态 。 对 于 同一 点 ， 一 般 情 
况 下 ， 在 过 该 点 的 不 同 面 上 ， 应 力 分 量 是 不 相同 的 ， 这 可 用 解析 或 图 解 的 方法 分 析 求 解 ; 但 
其 主 应 力 、 主 平面 、 主 切 应 力 、 主 切 平面 是 确定 不 变 的 。 

静 力 平衡 微分 方程 描述 了 构件 内 部 任意 一 点 平衡 时 ， 应 力 分 量 与 外 力 分 量 间 应 满足 的 关 
А; 而 应 力 边界 条 件 描 述 了 构件 表面 上 任意 一 点 平衡 时 ， 外 力 分量 与 应 力 分 量 间 应 满足 的 
关系 。 


ЕР п> 


2.1.1 内 力 的 概念 


图 2-1а 所 示 杆 件 ， 左 问 固 定 ， 右 端 承 受 轴 回 拉 伸 载 知 五 而 发 生 伸 长 变形 ， 同 时 回 定 端 
处 产生 沿 轴 辣 方 回 的 约束 力 F (=F) 与 之 平衡 (ÉS 2-1b) 。 此 时 右 沿 某 一 截面 m-m 将 杆 件 
WF (Kl 2-lc) ， 则 在 外 力 下 作用 下 左右 两 部 分 就 要 分 离 ， 固 定 闫 处 也 不 会 产生 约束 力 F, 
外 力 亦 随 之 消失 。 在 未 切 开 而 受 拉 时 ， 左 右 两 部 分 不 分 离 ， WHE m-m 截面 上 左右 两 部 分 
间 有 相互 作用 力 。 这 种 力 完 全 由 外 力 引 起 ， 并 随 着 外 力 改 变 而 改变 。 这 种 力 奉 超 过 了 材料 所 
能 承受 的 极限 值 ， 杆 件 就 要 在 某 一 截面 处 断裂， 称 此 种 力 为 内 力 。 所 谓 内 力 ， 风 是 受 力 构件 
相 邻 两 部 分 间 的 相互 作用 力 。 内 力 反 映 了 材料 对 外 力 有 抗力 ， 并 能 将 外 力 传 递 到 杆 件 内 部 的 
其 他 地 方 。 


2.1.2 内 力 的 求法 
现在 要 求 m-m 截面 内 力 ， 可 假想 在 m-m 截面 处 用 一 平面 将 构件 截 开 ， 保 留 左 半 部 分 ， 











图 2-1 
去 掉 右 半 部 分 ,将 右 半 部 分 对 左 半 部 分 作用 力 用 内 力 Fy 代替 (图 2-1e) ,保留 部 分 内 力 与 外 
力 是 平衡 的 ， 对 保留 部 分 列 静 力 平衡 方程 ， 有 
УЕ. =0 _F.-F'=0 
解 此 方程 可 得 PN=F = 有 。 这 就 是 说 ， 和 欲求 构件 某 一 截面 上 内 力 ， 可 假想 用 一 平面 在 该 截面 
处 将 构件 截 开 ， 保 留 其 中 某 一 部 分 ， 去 抒 另 一 部 分 ， 并 在 该 截面 处 将 去 掉 部 分 对 保留 部 分 的 
作用 力 用 内 力 代 蔡 ， 然 后 对 保留 部 分 列 静 力 平 街 方 程 ， 即 可 求 得 内 力 。 这 种 方法 称 为 蕉 
面 法 。 
需要 注意 的 是 ， 内 力 是 连续 地 分 布 在 截面 各 个 点 
上 的 力 系 ， 一 般 情 况 下 可 回 和 截面 形 心 〈 形 心 的 概念 可 
见 附录 А) 简化 为 一 个 主 矢 和 一 个 主 矩 。 而 这 个 主 矢 
Б EE Æ 2-2 所 示 的 坐标 系 中 ， 又 可 分 解 为 Fyn 
Fs 、Fs 三 个 主 矢 分 量 和 T. М,, М, 三 个 主 矩 分 量 。 
这 些 主 矢 与 主 矩 分 量 就 是 材料 力学 中 所 谓 的 内 力 分 量 ， 
其 中 下 为 轴 力 ,使 杆 件 发 生 轴 问 拉 伸 或 压缩 变形 ; 
Fs Ех 0917, REDDER; T 为 扭矩 ,发生 扭转 图 2-2 
变形 ; М,, M, МЕ, ， 发 生 弯 曲 变形 。 




















2.1.3 内 力 的 符号 规定 


用 截面 法 求 内 力 时 ， 厂 你 留 杆 件 m-m 截面 (图 2-1d) 的 右 半 部 分 ， 将 左 半 部 分 对 右 半 
部 分 的 作用 力 用 内 力 FRÆ (图 2-1f)， 显然 Кү j Fy 是 作用 力 与 反作用 力 的 关系 。 如 果 仍 
然 按 看 理论 力学 的 方法 来 规定 内 力 的 特写， 那么 在 图 示 的 坐标 中 ，F\ 取 正 号 ， 而 FARA 
号 ， 这 样 就 出 现 了 随 保留 部 分 的 不 同 ， 内 力 符 号 也 不 相同 的 称 盾 。 合 理 的 结 末 应 该 是 ， 无 论 
保留 构件 的 哪 一 部 分 ， 所 得 内 力 大 小 和 符号 都 应 该 相同 。 为 此 ， 规 定 外 法 续 沿 看 坐标 正方 问 
的 截面 称 为 正面 ， 反 之 称 为 负面 (图 2-1f ТУХ АЈ m'-m' 截 面 即 为 负面 ); 正面 上 与 坐标 正方 
回 相 同 的 内 力 为 正 ， 反 之 为 负 ; 负面 上 与 坐标 正方 向 相反 的 内 力 为 正 ， 反 之 为 负 。 这 样 ， 无 
论 保留 哪 一 部 分 ， 与 所 的 符号 与 大 小 均 相 同 。 按 此 规定 ,图 2-2 中 所 示 的 内 力 分 量 均 
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为 下 


例 2-1 折 杆 受 力 如 图 2-3a 所 示 〈 图 中 矿 才 单位 为 mm) ， 试 求 工 - 工 截 面 上 内 力 。 





图 2-3 





解 : 1) 求 固定 端 4 处 的 约束 力 。 为 此 以 整体 作为 研究 对 象 (图 2-3b) |н Л ЖЛ 
程 ， 可 求 出 约束 力 。 
XF =0, F'-120N-300N=0, F'=420N 
УЕ,=0, F'-50N=0, F’=50N 
XF. =0, F!-250N=0, F!=250N 
УМ,=0, (-M'+250x0.2-120x0.16)N т=0, M!=30.8N -m 
YM.=0, (M!-50x0.2-120x0.1)N -m=0, M!=22N -m 
2) 求 1 -1 截面 上 内 力 分 量 。 为 此 用 截面 法 ,假想 在 Т-ТА K HEFER Р 27, 
保留 左 半 部 分 ， 将 去 抒 部 分 对 保留 部 分 的 作用 用 内 力 代 蔡 ， 并 设 各 内 力 分 量 为 正 (К, 
图 2-3c)， 对 保留 部 分 列 静 力 平衡 方程 ， 可 解 出 内 力 分 量 。 
XF =0, F +F!=0, F\=-F’=-420N 
5F,=0, Е; +Р,=0, F; =-F,=-50N 
УЕ,=0, Е, +Е'=0, Fs=-F!=-250N 
УМ,=0, М,-М'-0. 05Р; =0 
М,=М' +0. 05Fs =[30. 8+0. 05х(-250) № · т= 18. 3№ + m 











>M =0, M,+M;+0.05Fs =0, 
M, =-M!-0. 05F; 
=[ 22-0. 05х(-50) ]N 
=—19.5N * m 
本 例 石 保留 上- 工 帘 面 右 半 部 分 ， 可 不 需要 匈 求 
хе А 处 的 约束 力 , 便 直 接 求 得 1 -I 截面 的 内 力 
(这 样 解法 简捷 ) ， 读 者 可 目 行 验证 。 
012-2 HF 04,， 左 端 固定 ， 右 端 受 外 力 下 作 
用 (Е хОу 平面 内 ) HHE 2-4a 所 示 。 试 求 该 杆 n- 
n 横 和 截面 上 的 内 力 。 
解 : 假想 在 п-п 横 截 面 处 将 杆 件 截 分 成 两 部 分 
保留 右 半 部 分 ， 将 去 掉 部 分 对 保留 部 分 的 作用 用 内 
ЛИЛЕ, 并 设 各 内 力 分 量 为 正 ， 如 图 2-4b 所 示 。 对 


保留 部 分 列 静 力 平衡 方程 ， 可 解 出 内 力 分 量 。 
>F =0, -Fv+Fecos45°=0 


> F = 0, -F, —Fsin45° = 0 


2 


УМ.=0, -M -Fsin45°(I—x)= 0 


M =) 





2 


Ш, ЖАА ЕАУ M. 是 不 同 的 ， 绝 对 值 最 大 的 计算 М, 出 现在 0 截面 。 


PA 应 力 的 概念 正 应 力 与 切 应 力 


2.2.1 应 力 的 概念 


通过 对 大 量 的 破坏 构件 观察 分 析 和 实验 研究 发 现 ， 构 件 通常 都 是 在 其 一 个 截面 上 的 某 一 
个 点 先 发 生 破坏 ， 该 点 往往 也 是 受 力 最 大 的 点 。 辟 如， 图 2-5 所 示 的 支架 横梁 ， 实 验 或 分 析 
均 表 明 ，A、B 两 处 表层 各 点 受 力 最 大 。 当 悬 吊 物 的 重量 超过 某 BEN, RAKHE 
A、B 两 处 表层 各 点 开始 。 由 2.1 节 的 “截面 法 ”可 以 求 出 截面 上 内 力 的 大 小 ， 但 这 仅仅 是 
截面 上 分 布 内 力 的 合力 〈 合 力 或 合力 个 ) ， 并 不 能 说 明 这 一 一 分 布 力 系 在 截面 上 的 分 布 规律 。 
因此 ， 要 研究 构件 的 破坏 (强度 )， 必 须要 研究 内 力 在 截面 上 各 点 的 密集 程度 (EE) 0 
内 力 在 截面 上 各 点 的 分 布 集 度 称 为 应 力 。 

某 一 受 力 物体 如 图 2-6a 所 示 (为 便于 描述 而 使 右 半 部 分 透明 ) ， 工 - 工 截 面 的 各 点 上 均 
作用 着 内 力 。 为 了 描述 该 截面 上 点 a 内 力 大 小 和 方向 ， 围 绕 点 a 取 微 面积 元 ДА, ДА 上 作用 
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的 内 力 可 向 点 a 简 化 成 主 矢 АЕ, MEE AM,, n 是 该 面积 元 的 外 横梁 
26. ДЕ, /AA 是 ЛА 面 内 的 内 力 平均 分 布 集 度 。 当 AA 渐渐 变 小 r | 
№ РАЈ, AM, Ла e. FÆ АК ИЛА 的 极限 B 

Р АА | Ш" 


称 为 点 a 的 全 应 力 ， 如 图 2-6b 所 示 。 
2.2.2 正 应 力 WAN 


KEMI p 癌 截 面 法 向 和 切 同 方 同 分 解 ， 得 到 两 个 分 量 : 图 2-5 
1) 沿 截面 的 法 向 分 量 ， 称 为 正 应 力 ， 以 o 表示 。 若 取 截 面 法 








问 为 x 轴 ， 则 该 截面 上 点 a 的 正 应 力 表 示 为 o,， 如 图 2-6b 所 示 。 

2) 治 和 截面 的 切 回 分 量 ， 称 为 点 a WIJN, Ur KR. ARR MA In] А x HH. MH) AR 
面 上 点 а 的 切 应 力 表 示 为 7r,， 在 截面 内 再 取 坐 标 轴 y、z， 则 7, 在 y、z 轴 上 的 分 量 分 别 表示 
N ToM T., И 2-6b 77. 

以 上 分 析 截 面 上 点 a 的 应 力 时 是 以 物体 工 - 工 截面 的 左 半 部 分 为 研究 对 象 。 符 考虑 以 物 
体 工 - 工 截面 的 右 半 部 分 为 研究 对 象 ， 根 据 作 用 与 反作用 关系 ,点 应 力 分 量 o. T. H z. 
与 上 述 的 rc 、7w 和 7 大 小 应 相等 ， 方 回应 相反 ， 如 图 2-6c 所 示 。 

应 力 的 因 次 是 [ 力 ][ 长 度 ] 一 , XM Pa(1Pa=1N/m?°), MPa(1MPa= 10°Ра) Ж GPa 
(1GPa=10?Pa) 。 

以 上 分 析 可 见 ， 应 力 是 受 力 物 体内 某 个 截面 上 某 一 点 上 内 力 分 布 的 集 度 。 通 常情 况 下 ， 
物体 内 各 点 应 力 是 不 同 的 ， 它 们 是 物体 内 点 的 位 置 坐标 (x, y, z) 的 函数 ， 对 于 同一 点 不 
同方 位 截面 上 应 力 分 量 亦 不 同 。 因 此 ， 应 力 离开 它 的 作用 点 是 没有 意义 的 ， 同 样 ， 离 开 它 的 
作用 面 亦 是 没有 意义 的 。 


肤 酝 一 点 的 应 力 状 态 ” 切 应 力 互 等 定理 

















2.3.1 单元 体 
对 于 连续 性 介质 可 以 应 用 极限 的 概念 来 描述 一 个 点 。 例 如 ， 要 描述 构件 内 任意 一 个 点 


рст 
=: 10 
Е 


a， 就 围绕 点 a 取 一 微小 的 六 面体 ， 当 其 三 个 相互 乖 直 
的 校 边 趋 近 于 零 时 (点 a 始终 被 包围 其 间 ) 的 极限 情 
况 ， 即 为 点 <， 称 此 微小 六 面体 为 单元 体 (图 2-7) 。 
从 极限 的 角度 ， 单 元 体 的 六 个 面 都 表示 通过 同一 点 
a 的 面 ， 只 是 方位 不 同 而 已 。 相 平行 的 两 个 面 是 表示 过 
该 点 的 同一 截面 的 不 同 侧 方 品 。 例 如 ， 图 2-7 中 的 A. 
4' 面 就 是 过 点 a 垂直 于 x ХШ ИЦ (该 截面 法 同方 回 是 *) 
的 两 个 侧 方 回 ， 所 不 同 的 是 4 面 的 外 法 向 沿 x 轴 正 方 
器， 而 4' 面 的 外 法 癌 沿 x 轴 负 方 同 。 今后 约定 ， 以 截面 
外 法 线 方 癌 来 命名 截面 。 例 如 ，x 面 是 指 该 截面 的 外 法 
гах 轴 ， 或 者 说 该 截面 垂直 于 x 轴 ; 以 此 类 推 。 














2.3.2 一 点 的 应 力 状 态 表 示 





要 表示 构件 内 某 点 的 应 力 状 态 ， 就 围绕 该 点 取 一 单元 体 ， 并 把 各 面 上 的 应 力 分 量 表 示 出 
来 。 如 图 2-8a 所 示 的 轴 回 拉 伸 杆 ， 为 表示 杆 中 一 点 а 的 应 力 状态 , 便 围绕 点 a 取 一 单元 体 ， 
如 图 2-8b 所 示 ， 该 单元 体 只 在 * 面 上 有 正 应 力 cc,， 其 他 各 面 上 均 没 有 应 力 〈( 见 5.2 轴 回 拉 
压 杆 的 应 力 ) 。 





c) 
图 2-8 








如 果 所 取 的 单元 体 在 空间 方位 不 同 ， 则 单元 体 上 各 面 的 应 力 分 量 亦 不 相同 。 如 图 2-8c 
是 过 点 沿 *、y”z 方 向 取出 的 单元 体 〈 或 者 理解 为 将 x、y、z 方 向 取 的 单元 体 在 xy 平面 
内 绕 z 轴 旋 转 某 一 角度 ) 各 面 上 的 应 力 分 量 。 可 见 ， 对 于 同一 点 由 于 所 取 单 元 体 各 面 方位 不 
同 ， 则 表示 的 应 力 形式 亦 不 同 , 但 它们 都 描述 了 同一 点 的 应 力 状 态 。 

厂 从 一 复杂 受 力 构件 内 某 点 取 一 单元 体 ， 一般 情况 下 单元 体 各 面 上 均 有 应 力 ， 且 每 一 面 
上 同时 存在 三 个 应 力 分 量 : 一 个 法 癌 分 量 一 一 正 应 力 o; (ї=х, у, z); 两 个 切 回 分 量 一 一 
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ШУ TM т, (j, k=x. y, z), WE 2-9 所 示 
相反 ) 。 这 样 ， 单 元 体 上 共有 9 个 应 力 分 量 ， 即 


负面 上 应 力 分 量 与 正面 的 大 小 相等 、 方 回 


“М 


O, Туу T ( x 面 上 应 力 分 ж) 
T с, й. (y 面 上 应 力 分 量 ) 
T. т с, (z 面 上 应 力 分 量 ) 


应 力 符 号 规定 为 : 正面 上 应 力 以 沿 着 坐标 轴 正 方向 者 为 正 ， 反 之 为 负 ; 负面 上 应 力 以 沿 着 坐 
标 轴 负 方 向 者 为 正 ， 反 之 为 负 。 图 2-9 所 标的 应 力 均 为 正 。 


2.3.3 切 应 力 互 等 定理 


从 构件 内 任 一 点 a 取出 的 单元 体 应 处 于 平衡 状态 ， 各 面 上 内 力 应 该 满足 静 力 平衡 方程 ， 
例如 图 2-9 中 所 示 的 所 有 内 力 对 z 轴 取 算 的 代数 和 等 于 去 ， 即 


dx dy 
ХМ,=0 2(m Alydz) · 2 .dxdz) © == 0 


则 PaT 
同 理 TaT 

T ш" 
式 (2-1a)、 式 (2-1b)、 式 (2-lc) 表明 ， 在 受 力 构件 
内 过 一 点 相互 垂直 的 两 个 微 面 上 ， кытаи > Н] 
切 应 力 大 小 相等 ， 方 向 相向 或 相 背 。 这 一 规律 称 为 切 应 
= 


2.3.4 应 力 状态 分 类 


. 三 向 应 力 状 态 
et оос 向 应 力 状 态 ， 亦 称 空 
间 应 力 状 态 。 它 是 最 一 般 、 最 复杂 的 情况 。 
2. 二 向 应 力 状态 
当 单 元 体 上 只 有 两 对 面 上 承受 应 力 并 且 所 有 应 力作 
L 平面 内 ， 男 外 一 对 面 上 没有 任何 应 力 ， 称 为 二 回应 力 状态 ， 亦 称 平面 应 力 状 
о ДПЕ 2-10 所 示 即 为 二 回应 力 状 态 ， 所 有 应 力 均 在 ху 平面 内 ， 即 











T, Tay 0 
т С, 0 
0 0 


З. 单 向 应 力 状 态 
当 平 面 应 力 状 态 中 切 应 力 为 去 ， 且 只 在 一 个 方 和 同上 有 正 应 力作 用 时 ， 称 为 单身 应力 状 
态 。 如 图 2-11 所 示 ， 只 在 x 方向 上 有 正 应 力作 用 ， 即 
O, 0 0 
0 0 0 
0 0 0 























图 2-10 图 2-11 
4. 纯 切 应 力 状 态 


当 平 面 应 力 状 态 中 所 有 的 正 应 力 均 为 零 时 ， 称 为 纯 切 
应 力 状 态 (图 2-12) ， 即 





0 ты 0 
Т ух 0 0 
0 0 0 
单 向 应 力 状 态 和 纯 切 应 力 状 态 均 属于 简单 应 力 状 态 ， 
而 二 向 、 三 向 应 力 状态 都 属于 复杂 应 力 状态 。 简 单 应 力 状 


态 和 二 回应 力 状 态 都 是 三 回应 力 状态 的 特殊 情况 。 
БЕЙ 二 向 应 力 状态 分 析 ”解析 法 


二 向 应 力 状态 是 工程 中 一 种 常见 的 复杂 应 力 状态 ， 如 图 2-13a 所 示 为 二 回应 力 状态 中 最 
一 般 情 况 (省 略 了 负面 上 的 应 力 分 量 )。 


2.4.1 FANA AELIAN 


在 图 2-13a 中 , Fo, с,, TINEA, MUMAN ESELA r Тт, H T 


EHATE ху 平面 内 ， 为 了 简化 绘图 ， 今 后 用 图 2-13b 的 形式 来 表示 二 向 应 力 状态 。6f 是 
过 该 点 且 平行 于 z 轴 的 任意 一 个 斜 截面 ， 该 截面 外 法 线 方向 取 为 *' 轴 ， 切 线 方向 取 为 y AB. 
x' 与 x 的 夹 角 а 称 为 该 斜 截面 的 方位 角 ， 并 规定 由 * 轴 转 向 *' 轴 时 ， 道 时 针 转 向 为 正 ， 反 之 
为 负 (图 中 所 示 的 a 角 为 正 ) 。 为 求 of 面 上 应 力 ， 可 用 截面 法 ， 沿 ef 面 将 单元 体 分 成 两 部 
分 ， 保 留 其 中 任 一 部 分 ， 如 图 2-13c、d 所 示 。 假 定 of 面 面 积 为 44 ， 其 上 应 力 为 ow Пт, 
并 设 为 正方 向 。 于 是 由 





>F ,=0 
o dA — (с, аАсова ) соѕа - (т,,ЯАсоѕо ) sina 
- (с, dAsina)sina — (т, dAsina ) cosa = 0 
解 出 


2 f i 
O = G Cos“ a + osin’ a + 27,,sinacosa ( 2-2a) 


Pipa 
[m]: 





Шш 


新 编 材 料 力 学 第 3 版 














图 2-13 
同 理由 fr,=0 (其 方程 谈 者 可 目 行 列 出 ) 解 出 
y 
Т == (G, - 0,)sinacosa + T (cosa — ѕіпѓа) (2-2b ) 
用 倍 角 公式 简化 式 (2-2) ， 得 
G, +o, 0,70, 
O = + соѕ2а + 7 Sin2a 
x 2 xy 
> -o (2-3) 
А а ~ 8124 + T „„C0S2Q 


式 (2-3) 描述 了 过 构件 内 一 点 不 同方 位 面 上 应 力 分 量 之 间 关 系 。 
2.4.2 主 应 力 与 主 方向 

由 式 (2-3) 知 ， 斜 截面 上 应 力 在 0 8] 2л 范围 内 是 截面 方位 角 a 的 连续 函数 ， 它 们 必 
ARE BOREM J IIE, Teo, 即 


do y IO， 
P = 2| – 7 sin2a + т,,соз2@ = 0 (а) 
将 式 (а) 与 式 (2-3) 第 二 式 比 较 ， 括 号 中 正 是 rw。 可 见 ， 正 应 力 取得 极 值 的 面 上 切 应 力 
必 为 零 。 定 义 : 切 应 力 为 零 的 面 称 为 主 平面 ; 主 平 面 上 正 应 力 称 为 主 应 力 ; 主 平面 的 外 法 线 
方向 称 为 主 方向 。 
设 主 平面 的 方位 角 (MEFE) 为 w, ， 由 式 (a) 可 得 
2т у 
tan2a, = (2-4) 














第 2 章 应 力 状 态 分 析 


由 式 (2-4) 可 求 出 一 个 位 于 (-т/4, т/4) ABEDE aL, HX тап [2 (а, +т/2) ] = 
tian2a, ， 所 以 男 一 个 主 方 回 由 [ao +т/2] 给 出 ,而 [о„-т/2] 5 [а, +т/2] 相差 т, | 
者 对 应 的 两 个 面 是 同一 个 截面 的 两 侧 ， 按 单元 体 应 力 的 定义 ,同一 截面 两 侧 的 应 力 相 等 。 所 
以 独立 的 主 方向 只 有 两 个 ， 并 且 二 者 相互 垂直 。 在 一 个 周期 内 ， 正 应 力 有 两 个 极 什 ， 其 中 一 
个 必 为 极 大 信 ， 而 另 一 个 必 为 极 小 值 。 应 用 三 角 公 式 由 式 (2-4) MA (2-3) 可 求 得 两 个 
主 应 力 分 别 为 





























o Oo, toO O, а 2 
|= ti "| + (2-5) 
o” 2 ? y 


需要 指出 ， 从 三 维 空间 来 讲 ， 图 2-13a 所 示 的 二 回应 力 状 态 ， 根 据 主 平面 定义 ，z 面 当 
然 是 个 主 平面 ，z 面 上 正 应 力 (№ о”) 是 堆 ， 这 次 明 实 际 上 二 回应 力 状态 已 经 有 一 个 主 
№ 72 (о"=0), H F BJ РЧА ЕЛ JJ Ea sk (2-5) MER oH o", SHH oi、 
сМ о, 表示 三 个 主 应 力 ， 并 规定 按 其 代数 值 , 最 大 者 是 wj， 最 小 者 是 cs, 
Ello 20, 20, 

今后 ， 也 可 以 根据 主 应 力 情况 来 对 应 力 状态 分 类 ， 三 个 主 应 力 都 不 等 于 零 者 为 三 向 应 力 
状态 ; 只 有 一 个 主 应 力 等 于 零 者 为 二 向 应 力 状 态 ; 只 有 一 个 主 应 力 不 等 于 零 者 为 单 向 应 力 
状态 。 














2.4.3 主 切 应 力 与 主 切 平面 


由 式 (2-3) 的 第 二 式 知 ， 切 应 力也 有 极 值 ， 称 为 主 切 应 力 。 主 切 应 力 所 在 的 面 称 为 主 
WFA, REJIMI, S 


йт, О, 一 G 











= 4 . _ 
da > cos2a + T  sin2e | = 0 (b) 
右 主 切 平面 的 方位 角 为 w,， 由 式 (b) 可 得 
Ge 
tan2a =- (2-6) 
27 


ІА] В ЛЕ “Л 1А] 30, HI (2-6) 可 得 两 个 相互 垂直 的 主 切 平 面 。 应 用 三 角 公 式 巾 式 
(2-6) 和 式 (2-3) 的 第 二 式 可 求 得 两 个 主 切 应 力 分 别 为 
еа |) += GT 
T 2 м 
式 (b) 和 式 (2-3) 的 第 一 式 相 比较 可 知 ， 切 应 力 达 到 极 值 的 面 ， 在 计算 其 正 应 力 时 ， Z 
(2-3) 的 后 两 项 应 为 去 [ 式 (Ь) ]， 因 此 ， 得 到 主 切 平 面 上 正 应 力 的 值 等 于 平均 应 力 ， 即 














с, +o, 


оо g 





С 


(2-8) 


比较 式 (2-4) 和 式 (2-6) ， 可 见 
tan2a, =- cot2a, = tama, е 


Bp 








新 编 材 料 力学 第 3 版 


шн 





I (с) 表明 ， 主 切 平面 与 主 平面 相差 44"， 经 判定 (可 参见 图 2-15b ) 


а, = а, — 45° 
| (2-9) 
а = а + 45° 
比较 式 (2-5) 和 式 (2-7) 两 式 ， 有 
T' 1 
| од (2-10) 
т" 2 


即 主 切 应 力 等 于 主 应 力 之 差 的 一 半 。 


例 2-3 已 知 二 向 应 力 状 态 如 网 2-14a 所 示 ， 图 中 应 力 单位 为 MPa。 试 求 : 
(1) ЖШ ЕЛУ Л. 

(2) EMIA ЕЗ, 

(3) 主 切 应 力 及 主 切 平面 。 








a) b) 


图 2-14 


解 : EA с, =40МРа, o,=-20MPa, т, =40МРа, e=30° 
(1) ЖИ ЕЛУ JJ 
„то, Vs™ O 
g == y 
2 2 
_ [40 + ( - 20) M > (- 20) 
l р, 2 
= 59. 6МРа( 25 y 18] йт х' 正方 回 ) 





у | 
созда + T  sin2o 


cos(2 x 30°) + 40sin(2 x 309) | MPa 


O. - (ү 
a > y . 2 + 2 
Ty = —SsInz¿%G T py COS Q 


40 - (- 20 
= Ë ы шү, х 30°) + 40сов(2 х 309) | MPa 
- 6MPa( 实 际 方向 沿 у' 负 方 向 ) 


(2) 主 应 力 及 主 平 面 














z 三 站 三 2 60MPa 
-|40+(-20) | É ( ш ‚ 402 | MPa -| 
2 2 – 40MPa 
2T у 2 x 40MPa 4 
tan2a, = = = 
I -0 [40 - (= 20)MPa] 3 


x y 
a „26 
° |933о8,° © |11634, 

(3) 主 切 应 力 及 主 切 平 面 


kL 40 — (— 20 
= | - "| “Ariba 


– 18°26' 
Ж 71°34' 
主 平面 、 主 切 平面 如 图 2-14b 所 示 。 主 切 平 面 上 正 应 力 为 平均 应 力 
-| 
和 2 2 


将 a, RAR (2-3) 的 第 一 式 知 a, =26°34', 





PA =a, F 45° = 26°34' F 45° | 





| MPa = 10МРа 


INJ —шшлй&#ї 图 解法 


2.5.1 应 力 圆 方程 
I (2-3) 可 视 为 斜面 方位 角 a 的 参数 方程 ， 现 消去 参数 a 











с, +, 5 7, - С, — 
CO， 一 = cos2æ + 7 sin2e (a) 
2 2 4 
2 Са Uy i 
ту. н Sin2Q + т,,сов2@ (Ь) 


将 式 (а), 2 (b) 相 加 ， 整 理 得 到 


2 2 
с +0 I = с 
Ë а i "| + r Z = | х j + т, (2-11) 


式 (2-11) Жо, -т, 坐标 系 中 是 圆 的 方程 ， 圆 心 С 的 位 置 和 圆 半径 尺 分 别 为 


б +С c. -ON 
人 
Л 2 А 
该 圆 称 为 应 力 圆 ， 又 称 莫 尔 圆 。 
2.5.2 应 力 圆 作法 




















图 2-15a 所 示 二 回应 力 状 态 ， 作 其 应 力 圆 。 允 选 好 opro, 坐标 系 (Bš A bK cv 箭头 加 
т, У т, АКК) нй, ЕХ (T, т„) №, ЋЖЕҮ (о,, -T,) №; Æ 


БЕ ХОДУ, БЕ XY 2 ДИТ С; ШС, MAB ХУН, НУ ARH 
应 力 圆 (图 2-1Sb) 。 
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‹ 


у (Ox , Туу) 





а) b) 


图 2-15 


现在 证 明 图 2-15b 所 示 的 圆 就 是 该 二 向 应 力 状 态 的 应 力 圆 。 因为 线段 0C= +0D= 











O O o to 本 、 、 _、 o +G j 
a bone s не с 坐标 为 | о). 2 15 h = СХ = СЕ?+ЕХ? = 





2 


要 求 图 2-15a Н a ЖИ ЕЛ 77, WEMAN A ERRE CX (F) 按 a 转向 转 过 2a 
fa, f G дд, G 扩 的 模 坐 标 和 纵 坐 标 值 即 分 别 为 a 和 鲜 截 面 上 的 正 应 力 与 切 应 力 ， 见 图 2-15b。 
证 明 如 下 


2) + ， 故 该 团 为 应 力 国 。 


с = ОН = ОС + СН 

= ОС + ССсоѕ(20, – 2а) 

= ОС + ССсоѕ20 соѕ2а + ССѕіп2а  ѕ1п2а 
= ОС + CXcos2a, соѕ2а + CXsin2e sin2a 


Da tp т =@ 


x y i 
= + созда + T „Sin2a 


2 2 
ту, = GH = CGsin( 2a, - 2a) 
= CGsin2a, cos2a – ССсоѕ2а sin2a 
= CXsin2a соѕ2а — CXcos2a, sin2a 


= T „„C0S2Q — ChEsin2a 








o, = 9 


У 
= T „Cos2a — ———sin2e 
4 2 





图 2-15b F A, B ARMERT N oM o". 


с, Oy Oo, гл — 
o'= ОА = 0C + CA = ОС + R = + ү р 
2 2 i 

2 
97 

















С, TO; IT 一 CI 
о" = ОВ = ОС - CB = ОС - R = — 
2 2 
ХЕ 2т„, 
tan2a, = — = 
CE т, -0, 


El 2 XCA 为 主 平面 方位 角 的 两 倍 。 在 应 力 圆 中 线段 CX 转 问 线段 СА 为 逆 时 针 转 2a, HA 
在 图 2-15a 的 单元 体 上 从 x 轴 应 道 时 针 转 过 a, 角 ， 即 为 主 平面 。4、B 两 点 相差 т, MA% 
元 体 上 两 主 平面 相差 5/2。 

应 力 圆 中 M. NAK, 分别 对 应 主 切 应 力 7 和 7 所 在 的 主 切 平面 ， 主 切 应 力 值 等 于 RR，。 
该 两 点 相差 站 ， 则 在 单元 体 上 两 主 切 平面 相差 iT/2。 线 段 MN 与 线段 AB 正 交 ， 说明 在 单元 
体 上 主 平面 与 主 切 平面 相差 mw/4。 应 力 圆 中 线段 СА 顺 时 针 转 т/2 到 CM 线段 ， 在 单元 体 上 
主 应 力 o' 所 在 的 主 平面 顺 时 针 转 т/4 即 为 主 切 应 力 7 所 在 的 主 切 平面 ， 即 式 (2-9) «= 
аА 








2.5.3 应力 圆 与 单元 体 的 对 应 天 系 


综 上 所 述 ， 应 力 圆 与 单元 体 有 如 下 对 应 关系 : 

ө 点 面 对 应 : 应力 圆 圆周 上 某 一 点 及 其 模 、 纵 坐标 值 ， 分 别 对 应 着 单元 体 上 某 一 方位 的 
截面 及 该 面 上 的 正 应 力 与 切 应 力 。 

ө 转 问 对 应 : 应 力 圆 半径 旋转 时 ， 单 元 体 上 的 坐标 轴 (V Sheki) 应 沿 相 同 转向 旋转 。 

o 二 倍 角 对 应 : 应 力 圆 上 的 角度 是 相应 单元 体 上 角度 的 两 倍 。 





























例 2-4 用 图 解法 分 析 例 2-3 所 示 的 平面 
应 力 状 态 。 

解 ， 选 好 比例 尺 ， 每 刻度 代表 20МРа, 
由 x ЕЛУ Л?Ш, (ЕА XX(o,，7,)。 
由 y 面 上 的 应 力 分量 ， 作 点 了 (ay,，-T7nw)。 
连接 点 与 点 了 ,线段 XY 交 o 8 T C 点 。 
以 C 点 为 圆心 ， 以 线段 CX H FR AER 
(图 2-16) 。 
же с» 
с. =o, 40-(- 20) 
С=О 


R = СХ = СЕ? + ХЕ? = 


/302 + 402 MPa = 50МРа 





MPa = 10МРа 





СЕ = MPa = 30MPa 
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XE 图 э 
30) 


Ла = arctan — = arctan 
СЕ 235376. 
(1) «=30° RHR ЕЛ JJ 
将 线段 СХ 逆 时 针 旋 转 60° 得 G 点 
o = ОН = ОС + СН = ОС + Ксоѕ( 60° - 53°8') 
= (10 + 50cos6°52')MPa = 59. 6МРа 
T, = GH = Кзїп( 60° — 53°8') = 50sin6°52'MPa = 6MPa 
С 点 在 o MH ЕЛ, W rop = -6МРа, 
(2) 主 应 力 及 主 方 回 
IC = ОА = ОС + R = 10MPa + SOMPa = 60MPa 


с” = ОВ =R - ОС =- 40MPa 
а, = 26°34' 
а, = 116°34' 





(3) EJMI K EUY M 
т' = R = 50MPa т” =— 50MPa 


a,’ = 26°34' - 45° =- 18°26/ 
о," = 26°34' + 45° = 71°34' 
以 上 是 用 图 解法 对 例 2-3 的 详细 分 析 。 实 际 上 ， 真 正 用 图 解法 求解 问题 时 ， 不 需要 用 上 











述 方法 去 计算 ， 而 直接 用 绘图 工具 按 2.5.2 市 的 步骤 画 出 应 力 圆 ， 再 用 比例 大 直接 量 出 竺 求 
的 各 个 应 力 大 小 ， 用 量 角 带 测 出 每 求 的 各 个 角度 即 可 。 


例 2-5 图 2-17a 所 示 均 质 等 厚 矩 形 物体 ， 在 周边 (x、y 两 个 方向 ) 承受 均匀 压 应 力 с 


作用 。 用 图 解法 对 物体 内 任意 点 进行 应 力 状 态 分 析 。 











H. 过 任意 点 a НиТ хх) m-m 截面 (х IH) 将 物体 分 成 两 部 分 ， 如 图 2-17a 所 
示 。 由 其 中 任 一 部 分 (图 2-17b) 的 平衡 分 析 可 知 ， 此 面 (x 面 ) 上 只 有 正 应 力 -=r， 无 切 应 
力 ; 同 理 可 分 析出 y 面 上 也 只 有 正 应 力 -=r， 无 切 应 力 。 

物体 中 任意 点 的 应 力 状态 均 如 图 2-17c 所 示 。 用 图 解法 画 出 应 力 圆 ， 如 图 2-17d 所 示 ， 
应 力 圆 已 退缩 为 一 个 点 圆 ， 半 径 为 零 。 这 表明 物体 内 任意 点 和 任意 斜 截面 上 只 有 正 应 力 -c， 
切 应 力 等 于 零 (图 2-17c) 。 因 此 ， 如 果 在 物体 中 用 许多 截面 切取 出 任意 部 分 ， 例 如 从 中 切 
取出 一 个 圆柱 体 (图 2-17e)， 其 柱 面 上 只 有 均匀 压 应 力 o 而 无 切 应 力 (图 2-17f) 。 圆 柱 体 
是 物体 中 的 一 部 分 ， 其 内 各 点 、 各 截面 上 都 具有 相同 的 正 应 力 -r， 切 应 力 等 于 零 。 

上 述 分 析 中 得 出 如 下 结论 : 当 均 质 物体 周边 承受 均匀 应 力 时 ， 其 内 部 任意 点 和 任意 斜 堆 
面 上 只 有 正 应 力 ， 切 应 力 等 于 零 ， 正 应 力 的 大 小 等 于 周边 上 的 应 力 值 。 








PJ 三 向 应 力 状态 分 析 





图 2-9 所 示 的 三 同 应 力 状态 ,假定 六 个 独立 的 应 力 分 量 均 已 憩 ， 这 是 三 辣 应 力 状 态 的 最 
WTE Oo 


2.6.1 ЕТЕ V 7) 





ERR АВС, INER N 的 方位 角 分 别 为 (N, x). (N, y) 和 (CNV,，z) ， 其 方向 余弦 分 别 
用 1、m 和 nn 来 表示 ,假想 过 АВС 面 和 三 个 坐标 平面 取 一 四 面体 04BC， 如 图 2-18a 所 示 。 设 ABC 
面 面 积 为 dAy, ОВС 面 面 积 为 d4, ，0AC 面 面 积 为 d4, ОАВ 面 面 积 为 d4. (图 2-18b )， 则 


y 


ч N(I,m,n) 
N, у) 








a) b) 
图 2-18 
dA, 
[ = соѕ( N,x) = 一 一 
аА, 
т = соѕ(№,у) = — 
? дА, (а) 
dA, 
n = cos( N,z) = 一 一 
аА y 
[ыи +w = 1 








k 
| 


wl 
ral 
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Н ABC 上 全 应 力 py Ex, y, z 三 个 方向 分 量 分 别 为 pw 、pw 、pw 。 四 面体 处 于 平 
衡 状态 ， 满 足 平衡 方程 。 由 三 太 =0， 即 
pn dÀ, = 0.dA, +T, dA, + r,,dA, (b) 
式 (b) 各 项 均 除 以 dh 后 ， 便 得 到 py 的 表达 式 。 同 理 可 得 py 和 py 。 现 将 它们 一 并 列 出 来 
PN = TLT MET N 
PN = T yl + Om + Т n (2-12) 
PN = T. L + Тыт + on 
рү EPN, + ру t DN, (2-13) 
ЖИ АВС 上 正 应 力 ow 为 总 应 力 矢 量 ру 在 法 线 N 上 的 投影 ， 也 等 于 pw 的 三 个 分 量 
ру, Ру, ру 在 法 线 N 上 的 投影 的 代数 和 ， 即 


2 2 


12 
Oy == + o m 


斜 截面 АВС ЕЪЈЛу JJ 


+ G, + 2т„1т + 2т„тп + 2r пі (2-14) 


Ty = VPN — ON = Py, t pu. +ру 一 ON (2-15) 
2.62 主 应 力 与 主 方向 


在 过 点 0 的 斜 截 面 4 B*C* 就 是 一 个 主 平面 ， 其 方向 余弦 1. т^, п" Е 3: Jr 
回 。 由 于 主 平 面 上 没有 切 应 力 ,， ШАВ" C 和 面 上 的 全 应 
лж ж 1Е 277, Шад 0 的 一 个 主 应 力 c 
(图 2-19) 。 该 面 上 的 全 应 力 在 坐标 轴 上 的 投影 ; 
PN, =øl*, PN, = ост, PN. = сп” 


将 式 (2-12) 代入 以 上 各 式 ， 得 





ol* =o l" +r m" +т.п 
om ` = т, +0o,m“ кыл" (а) 
сп" =T l" +т„т` 十 OIL 
此 外 还 有 关系 式 
I” +m" +n" =1 (b) 


将 式 (а) 改写 为 


(o, =o)” +q m° +r 让 ”三 (0 


yx ZX 


Ts + (G, -om +rT,n" = 0 (2-16) 


XZ 


тї +т„т* + (Ge, -0)n* = 0 
这 是 关于 1* тб 、n* 的 齐 次 线性 方程 组 。 由 式 (b) 可 见 ，1* т" по 不 能 全 部 为 零 ， 
所 以 方程 组 (2-16) 的 系 效 行列 式 应 该 为 零 ， 即 


о, — (ү: Т Т 


x yx 2х 























第 2 章 应 力 状态 分 析 
将 式 (с) 展开 ， 得 关于 主 应 力 o 的 三 次 方程 
o° -lo + Lo - 1, = 0 (2-17) 
式 (2-17) 称 为 特征 方程 ， 式 中 系数 
lL =c, +o, + o, 
O, T (ra. “Т O, T, 
L, = + + 
T xy Oy Ту o, Дд О 
(2-18) 
о, Туу T zx 
I, 一 T y о, T;y 
T xz Ту С. 


它们 都 是 实数 ， 解 方程 式 (2-17) 可 得 三 个 实 根 RARE, = EJE J о. о. сз. 
将 这 三 个 主 应 力 分 别 代 入 式 (2-16)， 会 得 到 三 个 主 方 回 的 方向 余弦 (Т, më, пу), 
(1; I m. 、 n> ) (L 、 m. 、 n. у 


如 在 为 一 个 坐标 系 (х. у. z) 中 分 析 该 点 的 应 力 ， 则 特征 方程 (2-17) 的 系数 将 为 























/ _ 
1, =, + Oy tO, 
| O, Ту O y Ty O T 
L, = + + 
Ty O y Ty O Targi Oy 
(d) 
O, Туз ЖЕУ, 
, _ 
I, = T у! Су Ty! 
Tu Т! O 








受 力 构件 内 一 点 的 主 应 力 是 客观 存在 的 ， 不 会 因 坐 标 系 的 变化 而 改变 。 既 然 考察 的 是 同 
一 点 的 应 力 ， 那 么 无 论 在 哪个 坐标 系 下 ,， 陈 (2-17) WREDE, ЖАЖА Д =", 
=1,', 1,=1,'„ W, 无论 坐 标 怎样 变化 ， 系 数 万 、 关 、 态 均 不 变 ， 分 别称 为 一 点 应 力 状态 


的 第 一 、 第 二 、 





ЕЗ 


АА» — < 
第 三 不 变量 。 


2.6.3 三 回应 力 状态 的 应 力 圆 





假设 主 应 力 r o, o, 已 知 ， 如 图 2-20a 所 示 。 以 主 方向 为 坐标 轴 ， 在 主 方向 坐标 系 
中 ， 凡 平行 于 主 方向 3 的 各 个 斜 截面 上 的 应 力 分 量 均 只 由 сү, o, 决定 ， 而 与 с, 无 关 (图 
2-20Ь), Ж, Шоу, o, 可 作出 一 个 应 力 圆 C,, ， 其 圆周 上 某 一 点 的 坐标 值 就 是 平行 于 主 
方向 3 的 一 个 斜 截面 上 的 应 力 分 量 。 同 理 ， 由 0 与 oí. оу 与 о, 又 分 别 作出 应 力 圆 Ca, 
Ci， 这 样 ， 三 向 应 力 状态 的 应 力 圆 是 三 个 相 切 的 圆 (图 2-20c) 。 

可 以 证 明 ， 在 圆 C,;, 外 不 存在 对 应 于 斜 截面 上 应 力 分 量 的 点 ， 是 外 极 圆 ; 而 在 圆 C，，、 
圆 C, 内 也 不 存在 对 应 于 斜 截面 上 应 力 分 量 的 点 ， 是 内 极 圆 。 任 一 斜 截面 上 应 力 分 量 ov、 
тү 所 对 应 的 点 ， 均 位 于 此 三 圆 所 围 的 阴影 区 域内 。 

图 2-20d 、 图 2-20e、 图 2-20f 分 别 表示 了 三 个 主 切 应 力 +,、72s 、7 ;及 主 切 平面 ， 在 应 
力 圆 上 分 别 对 应 于 N. Na, Noti, BM 
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N13 


И 


AN 


vA 
Z 






(Oy = OP.) (2-19) 


由 式 (2-19) 可 知 ，7i 是 最 大 和 最 小 的 主 切 应 力 。 应 力 圆 中 标 出 的 点 N ene sñ (Ж 
负 值 的 т), A А Wis 是 切 应 力 的 最 大 值 。 


例 2-6 用 三 回应 力 状态 的 应 力 圆 讨论 二 回应 力 状 态 的 最 大 切 应 力 nao 

解 : 对 于 二 辐 应 力 状 态 ， 有 一 个 主 应 力 等 于 零 (=0)， 可 视 为 一 个 主 应 力 为 零 的 
(特殊 ) 三 向 应 力 状 态 。 假 六 其 另外 两 个 主 应 力 go’'、o' 已 经 用 式 (2-5) 求 得 ， 现 讨论 如 下 
三 种 情况 : 

1) 和 在 ">o">0， е5 ov=o"，oi=o"=0， 则 应 力 圆 如 几 2-21a 所 示 ; 最 大 切 应 


力 ( 取 正 值 的 713) т =, Р 2-21b 所 示 蓝 色 阴 影 平面 内 ， 其 值 为 应 力 圆 上 的 М |; д 








2) Ж о'>0, о"<0, m: тсе се oz=o"=0， 则 应 力 圆 如 图 2-21c 所 示 ; 最 
大 切 应 力 ( 取 正 值 的 713) rw ， 在 图 2-21d 所 示 蓝 色 阴 影 平 面 内 ， 其 值 为 应 力 圆 上 


的 М4. 
3) 和 在 с'<0"<0, їй НАИ, 


рдел 
=" 
= Tri - 











图 2-21 


微 体 平衡 


2.7.1 构件 内 部 微 体 的 平衡 ”平衡 微分 方程 


图 2-22 所 示 为 从 受 力 构件 内 
部 一 点 处 取出 的 微 体 ， 正 x 面 
( 即 微 面 4'B'C'D') Уй x IH 
( 即 微 面 4BCD) 相 比 ， 仪 x 坐标 
有 增 量 dx, у, z 坐标 相同 。 这 
样 ， 微 面 4'B'C'D' 上 的 应 力 分 量 
与 微 面 ABCD 相 比 应 有 增 量 ， 即 
负 x 面 与 正 x 面 上 的 应 力 分 别 为 


дс 
(с,, Tay» T.) У (с, + 9 








x 





dx, 


X 





Ty дт, 
т. + П, Tat dx). ЙИШ 


к д х д х 
ЖЕ, nj L f y 面 与 正 y 面 上 的 图 2-22 


дс 
应 力 分 别 为 (о,, т„, т.) 与 (c,+—dy, т 
ду 














yx 


OT. 
к 负 z 面 与 正 z 面 上 
y 














T; OTa YL H VAN E у 
9 dz, T, 十 dz) ° 设 体 积 2) 量 为 
©. 4 


Oo, 
dz, 7 + 
z 7 9 


的 应 力 分 别 为 (о, Tas Ty) S (0+ Е 
(X. Y. Z), НУТ У M, =0. X M,=0. X М, =0 再 一 次 得 到 切 应 力 互 等 定理 


(请 读者 自行 验证 ); 由 У Е, = 0, 得 
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— 7, ахау + + 
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dx) dydz — 7,.dxdz + [~ 十 





ОТ 
2 аха 
ду 





дт 
: ae) dxdy + Xdxdydz = 0 
z 





+ 
д x 


+ 
д y O 2 


Шш, 由 УК = 0УУ F, =0 得 另外 两 个 方程 ， 综合 在 一 起 为 


дс, 


+ 


д т a 


+ X = 0 





д x 








д x 











+ 
д y д2 


дт 
ере (2-20) 








д у д 2 


式 (2-20) 称 为 静 力 平 衡 微 分 方程 ， 它 描述 了 构件 内 部 一 点 毅力 平衡 时 应 力 分 量 与 体积 


力 分 量 间 应 该 满足 的 方程 。 


2.7.2 构件 表面 微 体 的 平衡 ”应力 边界 条 件 | 
若 图 2-18a 所 示 的 四 面体 为 从 受 力 构件 表面 上 E фы 


任 一 点 处 取出 的 微 体 (图 2-23)， 面 ABC 为 表面 ， 
其 方向 余弦 用 (l, m,, n,) 表示 ; 


是 已 知 的 表面 外 力 分 量 ; 


程 ， 得 


总 应 力 天 沿 坐 标的 





X=0, l, +T, mi.+tr 


ү 


T 


хур 


n, 


ZX b 


l “Oy a Tap ti 


7 一 Ts b PT Ty tO, n, 

式 (2-21) 描述 了 受 力 构件 表面 上 任意 一 点 平衡 时 ， 外 力 分 量 与 应 力 分 量 间 应 满足 的 关 
系 式 ， 称 为 应 力 边界 条 件 。 这 里 顺便 指出 ， 奉 上 述 微 小 的 四 面体 是 围绕 受 力 构 件 内 部 一 点 取 
出 的 ， 那么 式 (2-21) 表明 的 意义 就 与 式 (2-12) 的 相同 ， 即 等 式 左 端 为 该 点 斜面 ABC 上 





— Еа, 
= гоа Рух 


应 力 分 量 的 下 脚 标 ”表示 
为 构件 表面 处 点 的 应 力 。 仿 着 式 (2-12) 的 推导 过 





(X, Y, Z) 





был) 


` PNy 和 ру, 
мяз А АКАНИ, ЛУ 71270 ИЈАН. ИП, ТЕЗЕ T x 轴 的 边 
界 上 ,x HB War, LD =+1, m,=n,=0, Wl (2-21) 简化 为 


с, = +X 


x, 


т = +Y (0:09) 


ETETE DEEEH T 


可 见 ， 在 这 一 特殊 情况 下 ， 应 力 分 量 的 边界 值 就 等 于 对 应 的 表面 力 分 量 ;， 当 边界 的 外 法 
线 沿 坐标 轴 正 方向 时 ， 两 者 正 负 号 相同 ， 反 之 相反 。 对 于 垂直 于 y 轴 、z 轴 的 边界 ， 可 自行 


简化 其 边界 条 件 。 
© 


2-1 试 求 出 习题 2-1 图 所 示 各 杆 件 中 工 - 工 截 面 上 的 内 力 。 








习题 2-1 图 


2-2 习题 2-2 图 所 示 和 窍 形 截面 杆 ， 横 截面 上 正 应 力 沿 截 面 高 度 线性 分 布 ， 
截面 项 边 各 点 处 的 正 应 力 均 为 ru = 100MPa， 底 边 各 点 处 的 正 应 力 均 为 零 。 杆 
件 横 截面 上 存在 何 种 内 力 分 量 ,， 并 确定 其 大 小 (C 点 为 截面 形 心 ) 。 

2-3” 试 指出 习题 2-3 图 所 示 各 单元 体 表示 哪 种 应 力 状态 。 

2-4 已 知 应 力 状 态 如 习题 2-4 图 所 示 (应 力 单 位 为 MPa) ,试用 解析 法 计算 
图 中 指定 截面 的 应 力 。 

2-5 已 知 应 力 状态 如 习题 2-5 图 所 示 (应 力 单位 为 MPa) ， 试 用 解析 法 求 : 
(1) 主 应 力 及 主 方向 ; (2) 主 切 应 力 及 主 切 平面 。 

2-6 ” 试 作 应 力 圆 来 确定 习题 2-4 图 中 指定 截面 的 应 力 。 








习题 2-2 图 
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习题 2-3 图 
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习题 2-4 图 
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2-7 已 知 应 力 状态 如 习题 2-5 图 所 示 ， 试 作 应 力 圆 来 确定 : (1) 主 应 力 及 主 方向 ; (2) 主 切 应 力 及 主 


切 平面 。 
20 
50 

25 


| 
| 
| 


20 
а) b) c) 
80 
30 
20 
40 
40 | 20 
20 aj 
d) e) f) 
习题 2-5 图 


2-8 已 知 习题 2-8 图 所 示 构 件 内 茶点 处 的 应 力 状态 为 两 种 应 力 状态 的 倒 加 结果 ， 试 求 厨 加 后 所 得 应 力 
状态 的 主 应 力 、 主 切 应 力 。 


C0 
0 т С, 








а) 
/ п 
+ 30 
b) 
30MPa 50MPa 
Е 
45° 
80МРа 
+ 
— — 70MPa 
c) 


习题 2-8 图 
2-9 习题 2-9 图 所 示 双 辐 拉 应 力 状态 ，o,=o,=o。 试 证 明 任 一 和 斜 截 面 上 的 正 应 力 均 等 于 oo， 而 切 应 力 


2-10 已 知 玉 点 处 为 二 向 应 力 状态 ， 过 天 点 两 个 截面 上 的 应 力 如 习题 2-10 图 所 示 (应 力 单位 为 MPa)。 


р 
29 = 
[=] гу 
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试 分 别 用 解析 法 与 图 解法 确定 该 点 的 主 应 力 。 


o 


习题 2-9 图 习题 2-10 图 


2-11 一 点 处 的 应 力 状 态 在 两 种 坐标 系 中 的 表示 方法 分 别 如 习题 2-11 а, b 所 示 。 试 确定 未 知 的 应 力 
Ља т 、7swy、ay 的 大 小 与 方向 。 


y 





习题 2-11 图 
2-12 习题 2-12 图 所 示 受 力 板 件 ， 试 证 明 尖 角 А 处 各 截面 的 正 应 力 与 切 应 力 均 为 零 。 








A 





习题 2-12 图 





2-13 已 知 应 力 状 态 如 习题 2-13 图 所 示 (单位 为 MPa) ， 试 求 其 主 应 力 及 第 一 、 第 二 、 第 三 不 变量 万 、 天 、 六 。 
2-14 已 知 应 力 状 态 如 习题 2-14 图 所 示 (单位 为 MPa) ， 试 画 三 向 应 力 圆 ， 并 求 主 应 力 、 最 大 正 应 力 








b) 





М 
ën 


习题 2-13 图 2-14 图 





第 3 = 





应 变 状 态 分 析 


受 力 构件 内 各 点 处 受 应 力作 用 ， 各 点 处 就 要 发 生变 形 (约束 处 的 点 除外 ) ， 每 一 点 的 变 
形 亦 可 用 单元 体 的 变形 来 描述 。 线 应 变 分 量 描 述 了 单元 体 柜 边 长 度 的 改变 ， 切 应 变 分 量 描述 
了 单元 体 棱 边 夹 角 的 改变 。 对 于 空间 问题 ， 一 点 处 共有 六 个 应 变 分 量 。 通 第 情况 下 ， 构 件 内 
不 同 点 处 的 应 变 是 不 相同 的 ; 即便 是 同一 点 处 ， 沿 不 同方 向 的 应 变 分 量 也 是 不 相同 的 。 但 
是 ， 对 于 同一 点 ， 其 主 应 变 与 主 应 变 方 向 是 确定 不 变 的 。 本 章 主 要 分 析 平 面 应 变 状 态 。 

几何 方程 描述 了 一 点 处 的 位 移 与 应 变 间 关系 ， 构 件 内 各 点 处 变形 是 协调 的 ， 相 容 方程 描 
述 了 变形 协调 时 应 变 分 量 间 应 满足 的 关系 。 


ЕІ 应 变 概 念 ” 线 应 变 与 切 应 变 


受 力 构 件 内 各 点 有 应 力作 用 ， 各 点 处 均 要 发 生变 形 (约束 处 除外 )。 构 件 各 点 或 各 部 分 
的 变形 累积 成 构件 整体 变形 。 寿 要 人 研究 构件 内 某 一 点 a 的 变形 ， 可 围绕 点 a 取 一 单元 体 ， 如 
图 3-1a 所 示 。 在 应 力作 用 下 ， 单 元 体 校 边 的 长 度 可 能 发 生 改 变 ， 例如 图 3-1a 和 图 3-1b 所 示 
的 * 方 向 的 棱 边 ае 由 Ах HKE] Ax+Au。 该 边 长 度 的 改变 量 为 Au, 将 
Au 
E 
” Ax 


称 为 ae 上 各 点 的 平均 线 应 变 。 一 般 情况 下 ，ae 上 各 点 处 变形 程度 是 不 相同 的 ， 为 了 描述 a 


、 А 
点 处 变形 程度 ， 令 Aro, 平均 线 应 变 一 的 极限 
X 

















a) b) c) 
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Шш 
1 
1 


є = lim — (a) 





称 为 点 & 在 x* 方 和 问 的 线 应 变 或 称 为 正 应 变 。 它 描述 了 点 4 处 在 x 这 个 线段 方 回 变形 的 程度 。 
如 采 在 线段 ae 内 各 点 沿 x 方 回 的 变形 程度 是 相同 的 ， 则 平均 线 应 变 ev 也 就 是 点 a 的 线 应 
Z, HE, £ e, 分 别 表 示 点 @ 泊 y、z 方 回 的 线 应 变 。 以 伸 长 的 线 应 变 为 正 ， 缩 短 的 为 负 。 

单元 体 除 发 生 术 边 长 度 改变 的 变形 外 ， 还 可 能 发 生 角 度 的 改变 ， 即 发 生 角 变形 。 例 如 ， 
图 3-1с PEIR, ЛЕЙ ОЛ ае 和 af 两 微小 线段 的 夹 角 为 T/2， 变 形 后 夹 角 减少 了 о +3 > e 
和 f 趋 近 于 a 点 ， 夹 角 变 化 的 极限 值 








ы оган) (Ь) 
Ay—+0 
称 为 а 扣 在 x-y 平 面 内 的 切 应 变 或 角 应 变 。 同 理 用 yy,,，y 分 别 表 示 y-z 平面 内 和 zx 平面 内 
的 切 应 变 。 并 规定 使 夹 角 75/2 减 小 时 切 应 变 为 正 ， 反 之 为 负 。 
综 上 所 述 ， 通 秆 情况 下 ， 受 力 构 件 内 某 一 点 既 有 线 应 变 e, e, 和 es. ， 又 有 切 应 变 y。、 
yy 、ys 等 六 个 应 变 分 量 。 线 应 变 和 切 应 变 都 是 量 纲 为 1 的 量 ， 切 应 变 用 弧度 表示 。 今 后 ， 
应 变 的 单位 用 微 应 变 凡 表示 ， 即 一 个 微 应 变 等 于 10 。 


i EW] 位移 与 应 变 的 关系 ”几何 方程 





为 简捷 明了 ， 首 先 分 析 在 一 个 平面 内 (例如 ， 在 平行 x-y 坐标 面 内 )， 过 点 a 所 取 的 单 
元 体 的 变形 。 图 3-2 中 aBCD 为 变形 前 的 单元 体 ，a'B'C'D' 为 变形 后 的 位 置 和 形状 。4a 点 的 
位 移 аа х 和 y 方 同 的 分 量 分 别 为 uw 和 vw。 根据 变形 固体 的 连续 性 假设 ,位 移 分 量 w 和 vw 都 
ME х, у 的 连续 函数 。 与 点 a 相 比 ， 点 C 的 yy 坐标 不 变 ,， 但 x 坐标 有 一 增 量 Ax， 所 以 点 C 


的 位 移 分 量 应 为 
ди OV 
и+—Ах 和 w+ 一 Ax 
OX OX 
> 9 д 米 Уд EI Уд Est Z y DM 
式 中 ， Ar 和 一 Ax 是 函数 w 和 w 因 x 有 一 增 量 Ах 而 引起 的 相应 增 量 。 在 小 变形 情况 下 ,位 
X X 
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但 ЕЗ 0 > Ш = ` = F Y| > y , , Ea 
移 4, 的 增 量 一 Ax 项 只 引起 线段 a'C' 的 轻微 转动 ,并 不 改变 其 长 度 。 于 是 可 以 认为 a'C' 的 长 
X 
ДЕ ЖЕ 
д д 
ati аида) КЕ а S 
OX OX 


这 样 , 点 & 治 x 方 向 的 线 应 变 





同 理 ,可 得 到 扣 a ТЕ y Jn] BJ ZR y ЛЕ 








дъ 
E€ = — 
у ду 
由 图 3-2 看 到 ， 变形 后 a'C' 转 过 了 a Ж. НҒ а 187%, MH 
ИТ д1 
СС, OX ü дх 
о == tano = = = 
Q б 0 ди 
Ax+—Ax 1+— 
OX OX 


在 小 变形 情况 下 ,分 母 中 的 >=e,， 与 1 相 比 其 小 可 以 忽 咯 ,于 是 
X 


дъ 

Q = -一 

OX 

ð 

同 理 Be 

ду 

Fe A ЫЛ ЛЕ НУ ЛЕ Ж, MH 

се Ет 
е В Ox ду 


Ay 一 0 
按 着 上 述 的 分 析 方 法 ， 考虑 过 点 a 的 单元 体 与 y-z 和 z-x 两 坐标 面 平 行 的 面 的 变形 ， 将 
得 出 与 上 面相 似 的 线 应 变 和 切 应 变 。 汇 总 如 下 : 


ди om. Ou 
© — = — — = 
” Ox Yay дх ду 

д1 „л... (3-1) 
E€ = — = = 人 
” ду Уэ ду 0z 

ды дыш ди 
€, — as S ай 

д2 дх д2 


式 (3-1) 描述 了 三 个 位 移 分 量 与 六 个 应 变 分 量 之 间 存 在 微分 关系 。 位 移 分 量 确定 后 ， 应 变 
分 量 将 完全 确定 下 来 ， 称 式 (3-1) 为 几何 方程 。 
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i- ч 
1 
1 


КЕЙ кнн шалые 


由 几何 方程 式 (3-1) 知 ， 若 位 移 分 量 w、v、w 确定 后 ， 那 么 就 能 得 到 六 个 应 变 分 量 

e. в, E, Yar Уш, 7。 现在 反 过 来 ,假定 六 个 应 变 分 量 函 数 已 确定 ， 要 得 到 三 个 位 移 

分 量 函 数 ， 从 数学 的 角度 来 看 ， 那 就 是 要 由 六 个 方程 解 出 三 个 未 知 数 ， 这 样 方程 组 可 能 是 巴 

盾 的 ， 三 个 位 移 分 量 不 能 确定 下 来 。 要 使 方程 组 不 矛盾 ， 则 六 个 应 变 分 量 之 间 必 须 满足 一 定 

的 关系 。 下 面 仅 就 平面 应 变 这 一 比较 简单 的 情况 证 明和 导出 这 一 关系 。 
平面 问题 几何 方程 为 





_ди _ дь _ди д1 








€, ——, „ло y кы ы ее а 
Ox ду а ду дх a) 
将 e, А] у ZER e, 对 x 的 二 阶 导 数 相 加 , 得 
д°є, de, ðu " д?р Е д^ É ч 
dy” dx” дхду? ðyðx? дхду\ду дх 
Вр 
д?е, de, д?У, 
y _ y (3-2) 


= 一 
ду” Ox” дхду 





R (3-2) 表明 ， 对 于 平面 问题 ， 三 个 应 变 分 量 e, e, ЯП y,, 间 存在 着 微分 关系 ， 反 映 了 单 
元 体 变形 应 变 协调 这 一 事实 。 这 就 是 应 变 协调 条 件 ， 这 个 方程 称 为 平面 问题 的 相 容 方程。 
试 取 不 满足 相 容 方程 式 (3-2) 的 应 变 分 量 








є„=0, &,=0, y,,=Cxy (b) 
其 中 常数 С 不 等 于 去 。 由 几何 方程 式 (3-1) 的 前 二 式 得 
ди д1 
—=0, —=0 
дх ду 
从 而 得 
u=f/(y), s=f,(x) (с) 


式 中 , AO) 和 p(x) 分 别 是 关于 y х BJ TT Ж РЕЖ 
另 一 方面 ， 将 式 (с), Ñ (b) 中 第 三 式 代 入 式 (а) 的 第 三 式 ， 又 得 
шо 
dy dx 
显然 式 (с) 与 式 (4) 互相 了 矛盾, 式 (d) 不 可 能 成 为 等 式 ， 于 是 不 能 求 出 对 应 于 式 (b) 
三 个 应 变 分 量 的 位 移 来 。 


相 容 方程 的 意义 也 可 以 从 几何 角度 加 以 解释 。 如 前 所 述 ， 我 们 假想 将 物体 分 割 成 无 数 单 








Z Сху (d) 











元 体 ， 使 每 个 单元 体 发 生变 形 。 如 果 表 示 单 元 体 变形 的 应 变 分量 之 间 没 有 一 定 关 系 ， 则 在 物 
体 变 形 之 后 ， 就 不 能 将 这 些 单元 体重 新 拼合 成 连续 体 ， 相 邻 单 元 体 之 间或 产生 裂缝 、 或 发 生 
通 入 。 为 使 变形 后 的 小 单元 体能 重新 拼合 成 连续 体 ， 则 应 变 应 满足 协调 和 条件。 变形 具 有 连 
续 性 。 








EI 平面 应 变 状态 分 析 








在 受 力 物 件 内 某 一 点 只 存在 三 个 应 变 分 量 ， 而 且 都 在 同一 个 平面 内 ， 其 余 的 应 变 分 量 为 
Zo MWE хОу 平面 内 ， 只 有 e, E yw 三 个 分 量 ， 而 se.=y=y=0， 称 此 种 情况 为 平面 
应 变 状态 ， 这 是 工程 中 较 常 见 的 情况 。 


3.4.1 和 斜 向 方向 应 变 


假定 构件 内 某 点 M 处 于 平面 应 变 状态 ， 在 
хОу 坐标 系 内 其 坐标 为 x、y; 变形 后 移动 到 M'A, 
位 移 О 的 分 量 为 uw、v; 三 个 应 变 分 量 E, Ep Y 
均 已 知 。 现 在 讨论 当 坐 标 系 改变 时 ， 应 变 分 量 的 
变换 规律 。 为 此 将 坐标 轴 旋 转 a 角 ， 且 规定 逆 时 
针 旋 转 的 a 为 正 ， 得 到 新 坐标 系 x'0y'’。 在 新 坐标 
Ж F, MABEN x, у; ME U 的 分 量 为 u'、 
v (图 3-3)， 于 是 有 





ш' =ucosQatvsina 


Vv = —usina+ucoso 


x =х'сов@—у'в1п@ ба) 

у= х'ѕіпа+у'соѕа 

由 式 (3-1) ЛИ, ИЗА] M AE хОу АА Кг. у АЛИ K (E P) х 
y' 为 两 垂直 微 线 段 间 的 切 应变 

ди' ðv” до' ðu' 
Bes eyso ey utan (b) 
在 式 (b) P, AJE uF vN x ЛП у WKZ, Im xM у Хх M y RKR, ЗАК 
导数 的 链 式 法 则 ， 可 得 





ðu’ ди’ дх ‚9 ду 
дх' Ox дх' ду дх' 








, 
x 























(c) 
ðv’ ди [дь ðx до = = дх ди’ ду 
Ууу = Д Б д , 要 , 
” Ox’ ду дх дх ду дх дх ду ду ду 
H 20 (а) 15 
ди’ ди др дх 
— = ——С050+—851ПО, = cosa 
дх дх x | 
ðu’ ди Ov . 0 | 
——— =——соза+——51п@, = since 
ду ду ду OX” 
ðv’ ди . дт дх | 
一 一 三 一 ——5ш ае +——сов@, 三 一 SInC 
дх дх дх ду' 
др’ ди . дт 
=— —-slnG+—-——coso , = cosa 


ay ду ду ду 








k 
| 
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将 上 式 代 入 式 (c) ,并 考虑 几何 方程 式 (3-1), 得 到 
£ =e, cos’ ate,sin’ a+y, sinacosa 
(3-3) 
Yyy = 2(e,-8,)sinwcose+y,,( соз^@—вїп^@) 


канн как шунан оз а-н, вия 


E 


40 


IN (3-3) 描述 了 坐标 旋转 时 ， 应 变 分 量 间 的 变换 规律 。 实 际 上 ,， 式 (3-3) PEI e 1 
yw 就 是 与 x 和 y 方 向 成 任 一 a 角度 的 斜 向 方向 的 应 变 。 
将 三 角 函 数 略 作 人 简化 ， 同 时 写成 与 式 (2-3) 类 似 的 形式 , = (3-3) 变 为 


e hey £ = 





= 








У 
у xy , 
соѕ2а = маа 


з=) 








« ©, Уу 
= — sin2w+ 一 -cos2w 
2 2 


3.4.2 主 应 变 及 主 应 变 方 向 





仿照 二 向 应 力 状态 解析 的 分 析 方法 ， 会 得 出 类 似 的 分 析 结 果 。 例 如 ， 在 平面 应 变 状态 
中 ， 通 过 一 点 一 定 存在 两 个 相互 垂直 的 方向 ， 在 这 两 个 方向 上 ， 线 应 变 为 极 值 而 切 应 变 为 
零 。 这 样 的 极 值 线 应 变 称 为 主 应 变 ， 这 个 方向 称 为 主 应 变 方向 或 应 变 主轴 。 主 应 变 方向 为 



































Y, 
tan2a, = 一 -一 (3-5) 
ETE, 
主 应 变 为 
| (3-6) 
e” 2 2 2 
主 切 应 变 及 其 方 回 
y 
2 _ S 
у" 2 2 
2 
ИП 
Е SEN (87E) ty (3-7) 
7 
ETE, 
tan2a, =- (3-8) 
Y xy 
3.4.3 应 变 圆 
类 似 于 二 回应 力 状态 图 解 分 析 方 法 ， 会 得 到 应 变 圆 方程 
pa e [e=] ры) б 
[| 2 2 2 2 





作 图 时 以 横 坐 标 表 示 线 应 变 ， 以 纵 坐 标 表 示 切 应 变 的 二 分 之 一 。 





例 3-1 构件 内 某 点 处 于 平面 应 变 状 态 ， 从 该 点 取出 的 单元 体 及 其 变形 如 网 3-4 所 示 
(图 中 尺寸 单位 为 mm)。 试 求 . 

(1) 用 解析 方法 求 出 主 应 变 及 主 应 变 方 向 。 

(2) 用 应 变 圆 求 出 最 大 切 应 变 及 其 方向 。 

















Ё. 
a'b'-ab 4x10 тт = 
g€, = = =400x10 
ab 10mm 
sy=(0 
Ya 
> = 200x10 "ó 











83x10 ° 
y, _-400х10°_ 


| 483x1076 





tan2a, = =— =- 
E€,7E, 400x10 "° 
[s 225 
E~ Qe 一 
135° 67. 5° 


ZHE, a, =-22.5°, a. = 67. 5°, 
(2) 最 大 切 应 变 及 方 回 


Yx Ya є БЕЗИН 
faafe, e), Afa, 2], AAY, Жей 











FCK, UCHR G, U XY ARBER (图 3-5)。 从 应 





变 贺 上 可 知 ，e' 发 生 在 -22. 5° 的 方向 上 (图 3-6a) „ЖЕ 


应 变 圆 〈 图 3-5) Е. 
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y'=2R=24/200°+ (-200)2?x10 ° 


=566x10 ° 
是 在 -67.5° 方 同上 (网 3-6b) 。 








3-1 已 知 某 点 的 位 移 分 量 и=А, 
G、T、J、 尺 均 为 常数 ， 求 该 点 处 的 应 变 分 量 。 

3-2 已 知 某 点 处 于 平面 应 变 状 态 
常数 ) 可 作为 该 点 的 三 个 应 变 分 量 。 

3-3 ”如 习题 3-3 图 所 示 ， 平 面 
1) 平面 内 以 
x 轴 的 夹 角 。 

3-4 习题 3-4 图 所 示 一 点 处 于 平面 应 变 状态 ,其 se, =0， 
х’. уЗ; 2) 以 x' 与 y 为 两 垂直 线 元 的 切 应 变 

3-5 ”用 图 解法 解 习 题 3-3。 

3-6 用 图 解法 解 习 题 3-4. 


v = Вх+Су+ Dz, 




















Oy 


Ox 





习题 3-3 图 

3-7 某 点 处 的 е, =80p, є,=20ь, Yy 

ФЗУ 45" 方 向 的 线 应 变 和 以 45* 方 向 为 始 边 
线 应 变 的 值 。 

3-8 ” 设 在 平面 内 一 点 周围 任何 方向 上 的 线 应 变 都 相同 , 

3-9 


ыле 
38 КО 


= 1x10 "rad; 





， 试 证 明 £, =Axy”, 2, = Bx°y, 


应 变 状 态 的 点 O 处 e, = 6х10°®*тт/т, 
x у' АЈ ЛА; 2) Wx 5 y W aE Н ЖО) ЛУ ЛЕ 


的 直角 (两 垂直 线 元 ) 的 切 应 变 


试 导出 习题 3-9 图 所 示 xy 平面 上 的 正方 形 微 元 面 ， 





> -566X10 6rad 





b) 


g, =0, у„=-1х10° 


° rad. 试 求 和 
;3) 该 平面 内 的 最 大 切 应 变 及 其 与 x 轴 的 夹 角 。 


w= Ех? + Fy? + Gz° + Ixy+ Jyz+ Ках, А, p. С, р. E Е. 
y, =Ax y+Bxy (RF, А, B 为 任意 


#,=4x10 t mm/m, Улу ; Ж: 
3) 该 平面 内 的 最 大 切 应 АА 


1) 平面 内 以 





3-4 图 
分 别 用 图 解法 和 解析 法 求 该 点 xy 面 内 的 : 


习题 


1) 与 x 


S, 2) 最 大 线 应 变 的 方向 和 


证 明 过 此 点 的 任意 两 垂直 线 元 的 切 应 变 均 为 零 。 


在 纯 切 应 力 状 态 下 切 应 变 y,, 与 对 角 线 方 回 的 


线 应 变 之 间 的 关系 。 y 
3-10 用 电阻 应 变 片 测 得 某 点 在 采 平 面 内 0"、45" 和 90° J [n] Ну Ж 
应 变 分 别 为 -130x10 тит, 75х10 7° тит, 130х107 тит, 14 
该 平面 内 的 最 大 和 最 小 线 应 变 ， 最 大 切 应 变 。 
3-11 用 习题 3-11 图 所 示 电 阻 应 变 片 测 得 某 上 点 的 应 变 sj = 280x 
10 °m/m, е, = -30х 107° т/т, є, = 110х107 т/т, Ж: 1) е, 的 值 ; 
2) 该 平面 内 最 大 、 最 小 线 应 变 和 最 大 切 应 变 。 
3-12 ЕЖ е =-100х10°°, #,=720x10 °, є,=630х10°°, >k >J 
#й 3-12 图 所 示 平 面 内 的 最 大 线 应 变 。 
3-13 已 知 se,=-360x10 °m/m, є,=0, y, = 150x10 rad, ЖАН х, у 绕 z 轴 转 过 9=-30* 时 ， 新 的 


тк /人 EL 
应 变 分 F. € р N ё у N Y zy: о 


























3-14 ЕЯ е, =-64x10 mZ/m, ғ, = 360х107 т/т, y, = 160x10_ rad, А х, у 2 z 轴 转 过 Ө=- 
25°, WREDE є„, Eyn Уо 





2 Š 1 
| ==] 
45 45 
习题 3-11 图 习题 3-12 图 





3-15 ”如 习题 3-15 图 所 示 , О е, =480x10 °т/т, є„=-120х10 °т/т, є,=80х10 m/m, Ж =, 
3-16 证 明 习 题 3-16 图 中 所 示 点 的 应 变 e е, 和 e, 满足 ej +e,+e3=3e.。E, 为 应 变 圆 圆心 的 横 坐 标 。 





习题 3-15 图 习题 3-16 图 
3-17 已 知 某 二 点 为 平面 应 变 状态 ， 其 应 变 分 量 是 ; 1) #,=-1l.2x10 m/m, 8,=1.12x10 ”mvm， 
у, =2.0x10 rad; 2) 8,=8.0x10 m/m, є, =-2.0x10 4 m/m, y, =-8.0x10 rad, WR IU Н Їй ЕЛҮ 
变 与 应 变 主 方向 。 
3-18 ”如 习题 3-18 图 所 示 ， 若 已 知 一 点 的 线 应 变 Egon ец. Eoo, WEEN 











Be (Eps -£450 ) 2+ (245. оь) 


А 2 2 


[+ 


245 Epe Egge 
їап2а, th? 
£ o° ZE 90° 


3-19 ”如 习题 3-19 т7л, AWER 0°, 60°, 1200 1-77] RME Egon єє», E00, ШЕН 
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E max = 


min 
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Ego FE60° F€ ooo 4/2 


3 3 





tan2a, = 





习题 3-18 图 


V3 ( £€ço° 一 2120。) 


Є o° TE 60° TE 120° 


E120° 


2 
(Eg Em) T Eg Ep ) “+ (“үе Ep y 


习题 3-19 图 





20° 


# 4 = 
材料 的 力学 性 能 与 应 力 应 变 关 系 


第 2、3 章 分 别 从 静 力 学 、 几 何 学 观点 出 发 ， 建 立 了 应 力 、 应 变 的 概念 以 及 满足 平衡 和 
变形 协调 等 条 件 时 的 方程 。 仅 用 这 些 方 程 还 不 足以 确定 受 力 构件 内 各 点 的 受 力 大 小 和 变形 程 
度 ， 因 为 在 推导 这 些 方程 时 ， 没 有 考虑 到 应 力 与 应 变 间 内 在 的 联系 。 实 际 上 它们 是 相互 联系 
的 ， 应 力 和 应 变 的 数值 是 相关 的 。 应 力 与 应 变 间 的 关系 ， 完 全 由 材料 决定 ， 它 反映 了 材料 所 
国有 的 力学 性 能 。 材 料 的 力学 性 能 和 应 力 -应 变 关 系 要 通过 实验 得 到 。 


材料 的 力学 性 能 与 基本 试验 


材料 在 外 力作 用 下 所 表现 出 的 变形 和 强度 等 方面 的 特性 ， 称 为 材料 的 力学 性 能 。 材 料 的 
力学 性 能 是 材料 本 吴 回 有 的 性 质 ， 不同 材料 的 力学 性 能 当然 也 不 同 ; 就 是 同一 种 材料 ， 其 力 
党性 能 还 要 和 材料 的 温度 、 所 承受 载 谷 的 加 载 速率 、 所 处 的 环境 (湿度 、 腐 蚀 性 与 放射 性 
介质 、 太 空 等 ) 等 因 系 的 不 同 而 不 同 。 材 料 的 力学 性 能 通 和 帝都 是 通过 实验 来 得 到 的 ， 最 基 
本 的 实验 是 材料 的 轴 回 拉 伸 和 压缩 实验 。 笛 温 、 静 载 下 的 轴 辐 拉 伸 试验 是 材料 力学 中 最 基 

l 


本 、 应 用 最 广泛 的 试验 。 通 过 拉 伸 试验 ， 可 以 较 全 面 地 测定 

工程 材料 受 力 后 与 变形 及 破坏 等 方面 的 各 种 数据 ， 即 材料 的 

力学 性 能 指标 ， 如 弹性 、 塑 性 、 强 度 、 断 裂 等 。 这 些 性 能 指 ` 

标 对 材料 力学 的 分 析 计 算 、 工 程 设计 、 选 择 材 料 和 新 材料 开 

发 有 着 极其 重要 的 作用 ， 也 为 建立 复杂 应 力 状 态 下 材料 的 失 a) 

效 准则 提供 依据 。 由 于 有 些 材 料 在 拉 伸 和 压缩 时 所 表现 的 力 А 

学 性 能 并 不 相同 ， 因 而 必须 通过 另 一 基本 试验 一 — 轴 向 压缩 | „ 

试验 来 了 解 材 料 压 缩 时 的 力学 性 能 。 = 
试验 时 首先 要 将 待 测试 的 材料 加 工 成 试 件 。 试 件 的 形状 、 | 

加 工 精 度 和 试验 条 件 等 都 有 具体 的 国家 标准 或 部 颁 标 准 规定 。 о 

例如 ， 国 家 标准 СВ/Т 228 一 2002《 材 料 室温 拉 伸 试验 方法 》 

中 规定 拉 伸 试 件 截 面 可 采用 圆 形 和 矩形 〈 图 4.1) ， 并 分 别 具 I 






































ARAARA, Rd MK ЛАТ ЕҢ L EP ТЕЛ (B PER EE ) 
,=10d,， 短 试 件 l = 5d, (图 4-la); JÆ ШШ S PC fE L, = 
11.3 V4。， 短 试 件 0 = 5.65 /4 Ao 为 试 件 未 变形 时 横 截 面 
面积 (图 4-1b) 。 金 属 材料 的 压缩 试验 ， 一 般 采 用 短 圆 柱 形 试 


c) 
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件 (GB/T 7314—2017 《金属 材料 室温 压缩 试验 方法 》 ) ， 其 高度 为 直径 的 1.$~3 倍 (图 4- 
lc) 。 除 此 之 外 ， 还 规定 了 试 件 的 加 工 精 度 、 试 验 条 件 、 试 验 内 容 及 方法 等 。 


Е 轴 向 拉 伸 和 压缩 试验 


4.2.1 低 兢 钢 的 拉 伸 试验 


将 试 件 装 卡 在 材料 试验 机 上 进行 常温 、 静 载 拉 伸 试 验 ， 直 到 把 试 件 拉 断 ， 试 验 机 的 绘图 
装置 会 将 试 件 所 受 的 拉力 F 和 试 件 的 伸 长 量 A 之 间 的 关系 自动 记录 下 来 ， 绘 出 一 条 F-Al Ili 
线 ， 称 为 拉 伸 图 。 研 究 拉 伸 图 ， 可 测 得 描述 材料 力学 性 能 的 各 项 指标 。 

1. 低 碳 钢 的 拉 伸 图 

图 4-2 所 示 为 低 碳 钢 试 件 的 拉 伸 网 。 由 图 可 见 ， 
在 拉 伸 试验 过 程 中 ， 低 碳 钢 试 件 工作 段 的 伸 长 量 A 
与 试 件 所 受 拉力 正之 间 的 关系 ， 大 致 可 分 为 以 下 四 
个 阶段 。 

第 工 阶 段 ” 试 件 受 力 以 后 ， 随 着 拉力 的 逐渐 增 
加 ， 试 件 的 伸 长 量 也 逐渐 增加 ， 这 时 如 将 外 力 印 
去 ， 试 件 的 变形 亦 随 之 消失 ， 试 件 恢 复原 状 ， 变 形 
为 弹性 变形 ， 因 此 ， 称 第 工 阶 段 为 弹性 变形 阶段 。 
低 碳 钢 试 件 在 弹性 变形 阶段 的 大 部 分 范围 内 ， 外 力 图 4-2 
与 变形 之 间 成 正比 ， 拉 伸 图 呈 一 斜 直 线 。 

PIENE ”弹性 变形 阶段 以 后 ， 试 件 的 伸 长 显著 增加 ， 但 外 力 却 澡 留 在 很 小 的 范围 内 上 
下 波动 。 这 时 低 碳 钢 暂 时 失去 了 对 变形 的 抵抗 能 力 ， 外 力 不 需 增加 ， 变 形 却 继续 增 大 ， 这 种 
现象 称 为 届 服 或 流动 。 因 此 ， 第 工 阶段 称 为 屈服 阶段 或 流动 阶段 。 届 服 阶 段 中 拉力 波动 的 最 
低 值 称 为 屈服 载荷 ， 用 К, 表示 。 在 届 服 阶段 中 ， 试 件 的 表面 上 呈现 出 与 轴线 大 人 致 成 45° 的 
条 纹 线 ， 这 种 条 纹 线 是 因 材 料 治 最 大 切 应 力 面 滑 移 而 形成 的 ， 通 常 称 为 滑 移 线 。 

第 焉 阶段 过 了 屈服 阶段 以 后 ， 继 续 增 加 变形 ， 需 要 连续 不 断 地 加 大 外 力 ， 试 件 对 变形 
的 抵抗 能 力 又 获得 恢复 。 因 此 ， 第 五 阶段 称 为 强化 阶段 。 强 化 阶段 中 ， 力 与 变形 之 间 不 再 成 
正比 ， 呈 现 出 非 线性 的 关系 。 

超过 弹性 阶段 以 后 ， 厂 将 载 傈 贸 去 (简称 凶 载 )， 则 在 季 载 过 程 中 ， 力 与 变形 按 线 性 规 
律 降 低 ， 且 其 间 的 比例 关系 与 弹性 阶段 基本 相同 。 载 荷 全 部 番 除 以 后 ， 试 件 所 产生 的 变形 一 
部 分 消失 ， 而 另 一 部 分 则 残留 下 来 ， 试 件 不 能 完全 恢复 原状 。 在 屈服 阶段 ， 试 件 已 经 有 了 明 
显 的 塑性 变形 。 因 此 ， 过 了 弹性 阶段 以 后 ， 拉 伸 图 曲线 上 任 一 点 处 对 应 的 变形 ， 都 包含 着 弹 
性 变形 Al, 及 塑性 变形 Al, 两 部 分 (图 4-2). 

第 了 阶段 ” 当 拉力 继续 增 大 到 某 一 确定 数值 时 ， 可 以 看 到 ， 试 件 某 处 突然 开始 逐渐 局 部 变 
细 ， 形 同 细 有 贷 ， 称 人 颈 缩 现象 。 颂 缩 出 现 以 后 ， 试 件 伸 长 变形 主要 集中 在 细 有 贷 附近 的 局 部 区 域 。 
因此 ， 第 信 阶 段 称 为 局 部 变形 阶段 。 局 部 变形 阶段 后 期 ， 有 贷 缩 处 的 横 截 面 面 积 急剧 减少 ， 试 件 
所 能 承受 的 拉力 迅速 降低 ， 最 后 在 领 缩 处 被 拉 断 。 帮 用 4, 及 1 分别 表示 断裂 后 贷 缩 处 的 最 小 
直径 及 断裂 后 试 件 工作 段 的 长 度 ， 则 di AL 与 试 件 初 始 直径 d, 及 工作 段 初 始 长 度 1 相 比 ， 均 
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有 很 大 差别 。 绒 缩 出 现 前 ， 试 件 所 能 承受 的 拉力 最 大 值 ， 称 为 最 大 载 何 ， 用 F, RR, 

2. 低 兢 钢 拉 伸 时 的 力学 性 能 

低 左 钢 的 拉 伸 图 反映 了 试 件 所 受 的 拉力 、 变 形 
及 破坏 的 情况 ， 但 还 不 能 代表 材料 的 力学 性 能 。 
为 试 件 截面 、 长 度 尺寸 不 同 ,使 得 拉 伸 图 在 力 的 大 
小 和 变形 量 的 方面 有 所 差异 ,为 了 定量 地 表示 出 材 
料 的 力学 性 能 ， 应 将 拉 伸 图 纵 、 模 坐标 分 别 除 以 Ao 
及 1, ， 所 得 图 形 称 为 应 力 -应 变 图 (o-e K), c= F/ 
Ао (5$), == ДІЛ, B 4-3 所 示 为 低 兢 钢 的 应 
力 - 应 变 图 。 由 图 可 见 ， 应 力 -应 变 图 的 曲线 上 有 了 几 ч 
个 特殊 点 (如 图 中 a、5、c、e 等 )， 当 应 力 达 到 这 
些 特殊 点 所 对 应 的 应 力 什 时， 图 中 的 曲线 就 要 从 一 种 形态 变 到 为 一 种 形态 。 这 些 特殊 点 所 对 
应 的 应 力 称 为 极限 应 力 ， 材 料 拉 伸 时 反映 强度 的 一 些 力 学 性 能 ， 就 是 用 这 些 极限 应 力 来 表示 
的 。 从 上 应力- 应变 图 上 上， 还 可 以 得 出 反映 材料 对 弹性 变形 抵抗 能 力 及 反映 材料 塑性 的 力学 性 
能 。 下 面 对 拉 伸 时 材料 力学 性 能 的 主要 指标 逐一 进行 讨论 。 

(1) 比例 极限 о, 及 弹性 模 量 忆 ”应力 -应 变 昌 线 上 Oa 段 ， 按 一 般 工程 精度 要 求 ， 可 视 _ 
YER, Ea 点 以 下 ， 应 力 与 应 变 成 正比 。 对 应 于 a 点 的 应 力 ， 称 为 比例 极限 ， 用 表示 比 [ШШЕ 
ИХ, WA 




















с = Еє (4-1) 
这 就 是 胡 克 定律 ， 其 中 比例 常数 E 表示 产生 单位 应 变 时 所 需 的 应 力 ， 是 反映 材料 对 弹性 变 
形 抵抗 能 力 的 一 个 性 能 指标 ， 称 为 抗 拉 弹性 模 量 ， 和 人 简称 弹性 模 量 。 不 同 材料 ， 其 比例 极限 
o, 和 弹性 模 量 也 不 同 。 例 如 ， 低 碳 钢 中 的 普通 碳 素 钢 Q235， 比 例 极限 约 200MPa， 弹 性 
模 量 约 200GPa。 
(2) HERR o o, 是 伙 载 后 不 产生 塑性 变形 的 最 大 应 力 ， 在 图 4-3 rh H b 点 所 对 应 
的 应 力 表示 。 实 际 上 低 碳 钢 的 弹性 极限 ec。 与 比例 极限 o, 十 分 接近 ， 可 以 认为 ， 对 低 碳 钢 
ЖИ, o~ o 
(3) 屈服 极限 或 屈服 点 o, o, З РЛ К, BR URE НЛ АД S ЖИТ E Ao, El 
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从 图 4-3 пр, ДЕЛИ БЕР Ж 8 É, УЛ Е FJ, EJE ар SA Т А] ЛҮ S JJ 
Ку ЕЛКА, ж PERA ЕЛКА КАЕ, 第 随 试验 状态 (如 加 载 速 率 ) 
而 改变 。 下 届 服 点 比较 稳定 (图 4-3 中 的 点 )， 通 常 把 下 屈服 点 作为 材料 的 屈服 点 2 ЛУ 
力 达 屈服 点 o, 时 ,材料 将 产生 显著 的 塑性 变形 。 

(4) 强度 极限 或 抗 拉 强 度 o, 图 4-3 中 点 的 应 力 等 于 试 件 拉 断 前 所 能 承受 的 最 大 载 
何 F, [ЖААТ ЛАЛ ЛАН ИҢ Ao, БЇ 








T, =— (4-3) 
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当 横 截面 上 的 应 力 达 强度 极限 o 时 ， 受 拉杆 件 上 将 开始 出 现 贷 缩 并 随即 发 生 断 裂 。 

屈服 点 和 抗 拉 强度 是 衡量 材料 强度 高 低 的 两 个 重要 指标 。 善 通 碳 素 钢 Q235 的 届 服 点 约 
为 wx,.=240MPa， 抗 拉 强 度 约 为 o, =420MPa。 

(5) 伸 长 率 5 6 为 试 件 拉 上 断后 ， 工 作 段 的 残余 伸 长 量 AN =1 -与 工作 长 度 的 比 
值 ， 通 第 用 百分数 表示 ， 即 








L -ly 


ë= 





x100% (4-4) 
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伸 长 率 6 表示 试 件 在 拉 断 以 前 ， 所 能 达到 的 塑性 变形 的 程度 ， 是 衡量 材料 塑性 的 指标 。 工 作 
长 度 对 伸 长 率 有 影响 ， 因 此， 对 用 5 倍 试 件 及 10 倍 试 件 测 得 的 伸 长 率 分 别 加 注 角 标 5 及 10 
字样 ， 即 分 别 用 6; 及 5 表示， 以 示 区 别 。 普 通 碳 素 钢 0235 的 伸 长 率 可 达 6; = 27% 以 上 ， 
在 钢材 中 是 塑性 相当 好 的 材料 。 工 程 上 通常 把 静 载 常温 下 伸 长 率 大 于 5% 的 材料 称 为 塑性 材 
料 ， 金 属 材料 中 低 碳 钢 是 典型 的 塑性 材料 。 

(6) 断面 收缩 率 淡 “用 试 件 初始 横 截 面 面 积 A, 减 去 断裂 后 缩 颈 处 的 最 小 横 截 面 面 积 

41， 并 除 以 4。 所 得 商 值 用 百分数 表示 ， 即 
А-А, 
x a 
ОШОО: шй жй 0235 的 断面 收缩 率 约 为 少 = 55%. 

3. 冷 作 硬化 现象 

图 4-4a 为 低 碳 钢 的 拉 伸 图 。 设 载荷 从 零 开 始 逐 渐 增 大 ， 拉 伸 图 曲线 将 沿 0def 线 变化 ， 
直至 /点 发 生 断 橡 为 止 。 前 已 述 及 ， 经 过 弹性 阶段 与 届 服 阶段 以 后 ， 若 从 某 点 (例如 4 点 ) 
开始 印 载 ， 则 力 与 变形 间 的 关系 将 沿 与 弹性 阶段 直线 大 体 平行 的 dq" 线 回 到 dr" 点， 残余 变形 
od" 被 保留 下 来 。 若 卸载 后 从 dy 点 开始 继续 加 载 ， 曲 线 将 首先 大 体 沿 d'd 线 回 至 4 点 ， 然 后 
仍 沿 曲线 df 变化 ， 直 至 /点 发 生 断 裂 为 止 。 

可 见 在 再 次 加 载 过 程 中 ， 直 到 4 点 以 前 ， 试 件 变形 是 弹性 的 ， 过 4 点 后 才 开 始 出 现 塑性 
变形 。 比 较 图 4-4a、b 所 示 的 两 条 曲线 ， 说 明 在 第 二 次 加 载 时 ， 材 料 的 比例 极限 得 到 提高 ， 
而 塑性 变形 和 伸 长 率 有 所 降低 。 在 常温 下 ， 材 料 经 加 载 到 产生 塑性 变形 后 种 载 ， 由 于 材料 经 
历 过 强化 ， 从 而 使 其 比例 极限 提高 、 塑 性 性 能 降低 的 现象 称 为 冷 作 硬 化 。 
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图 4-4 
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和 设法 防止 或 消除 准 作 便 化 对 材料 塑性 的 影响 ， 例 如， 在 工序 间 进 行 退 火 等 。 
4.2.2 铸铁 的 拉 伸 试验 


静 载 常温 下 伸 长 率 小 于 5% 的 材料 习惯 上 称 为 脆性 材料 。 砖 、 石 、 玻 璃 、 水 泥 、 灰 铸铁 
及 某 些 高 强度 钢 等 都 属于 脆性 材料 。 灰 铸铁 (简称 铸铁 ) 拉 伸 时 ， 断 裂 后 测 得 的 伸 长 率 沿 
不 及 1% ， 在 金属 材料 中 ， 是 一 种 典型 的 脆性 材料 。 图 4-5 所 示 为 铸铁 拉 伸 时 的 应 力 -应 变 图 。 
由 图 可 见 ， 铸 铁 拉 伸 时 ， 没 有 届 服 阶段 ， 也 没有 颈 缩 现 象 ,反映 o 
强度 的 力学 性 能 只 能 测 得 强度 极限 ， 而 且 拉 伸 时 强度 极限 o, 的 
值 较 低 。 和 铸铁 的 应 力 -应 变 图 没有 明显 的 直线 段 ， 通 常 在 应 力 较 小 
时 ， 取 о-є 图 上 的 弦 线 近似 地 表示 铸铁 拉 伸 时 的 应 力 -应 变 关系 ， 
并 按 弦 线 的 斜率 近似 地 确定 弹性 模 量 。 由 于 铸铁 的 抗 拉 强度 较 
差 ， 一 般 不 宜 选 做 承受 拉力 的 构件 。 抗 拉 强 度 差 ， 这 是 脆性 材料 
共同 的 特点 。 ш ы 





4.2.3 低 碳 钢 和 铸铁 的 压缩 试验 


9 4-6 9, 曲线 1 表示 低 碳 钢 试 件 压 缩 时 的 应 力 -应 变 图 ， 曲 线 2 为 拉 伸 时 的 应 力 -应 变 
图 。 两 个 图 形 曲线 在 屈服 阶段 以 前 基本 重合 ， 即 低 碳 钢 
Жин, зн Е ЛЛА o, 均 与 拉 伸 时 大 人 臻 相同 。 
过 了 屈服 阶段 ， 继 续 压缩 时 ， 试 件 的 长 度 越 来 越 短 ， 而 
直径 不 断 增 大 ， 由 于 受 试 验 机 上 下 压板 摩 氛 力 的 影 啊 ， 
试 件 两 庙 直 径 的 增 大 受到 阻碍 ， 因 而 变 成 避 形 。 压 力 继 
续 增 加 ， 或 形 电 上 度 减 小 ， 和 直径 增 大 ， 最 后 被 压 成 饼 状 也 
不 断裂 ， 因 而 低 碳 钢 压 缩 时 测 不 出 强度 极限 。 由 于 低 夏 
钢 压 缩 时 的 主要 力学 性 能 与 拉 伸 时 大 体 相 同 ， 所 以 一 般 
通过 拉 伸 试验 即 可 得 到 其 压 拓 时 的 主要 力学 性 能 。 因 
此 ， 对 低 兢 钢 来 说 ， 拉 伸 试 验 是 基本 的 试验 。 

图 4-7 所 示 为 钴 忽 压 缩 时 的 应 力 -应 变 图 。 与 拉 伸 时 相 比 ， 钴 铁 压 缩 时 强度 极限 oj 很 
高 ， 例 如 ，HT300 压 迪 时 的 强度 极限 约 为 拉 伸 时 强度 极限 的 四 信 。 抗 压强 度 远 大 于 抗 拉 强 
度 ， 这 是 筑 铁 力学 性 能 的 重要 特点 。 禾 铁 试 件 受 压缩 发 生 人 破坏 时 ， 断 面 与 轴线 大 致 成 45° 的 
倾角 (图 4-7) ， 这 表明 狼 铁 试 件 受 压 时 破坏 是 因 最 大 切 应 力 所 致 。 
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顺便 指出 ,混凝土 及 石料 等 非 金属 脆性 材料 进行 压缩 试验 时 ， 当 采用 立方 体形 状 的 试 
件 。 这 类 材料 受 压 破 坏 的 形式 与 试 件 端面 所 受 摩 氛 阻力 有 关 。 例 如 ， 压 缩 时 右 在 端面 涂 以 泣 
滑 剂 ， 试 件 将 沿 纵向 开裂 (图 4-8a) ， 而 不 涂 润 滑 剂 时 ， 压 坏 后 将 呈 对 接 的 截 锥 体形 
(图 4-8b)。 两 种 情况 下 测 得 的 抗 压强 上 度 极限 亦 不 相同 。 因 此 ， 对 这 类 材料 进行 压缩 实验 时 ， 
除 应 注意 采用 规定 的 试 件 形状 及 矿 才 外 ， 还 需 注意 端面 的 接触 条 件 。 


ҮШ | 常见 工程 材料 的 应 力 -应 变 曲 线 














各 种 材料 均 可 通过 拉 伸 试验 测定 其 力学 性 能 ， 并 绘制 应 力 -应 变 图 。 图 4-9 为 几 种 不 
同 塑 性 材料 的 应 力 -应 变 图 。 由 图 可 见 , 一 些 塑 性 材料 的 应 力 -应 变 图 中 没有 明显 的 届 服 阶 
段 。 对 于 没有 明显 届 服 阶段 的 塑性 材料 ， 通 第 人 为 地 规定 ， 将 产生 0.2% 残 留 应 变 时 所 对 
应 的 应 力 称 为 名 义 屈服 点 ， 并 用 co ,表示 (图 4-10)。 通 第 对 于 没有 明显 届 服 阶段 的 材 
RL, 手册 中 列 出 的 o, 指 的 即 是 材料 的 届 服 强度 co。 表 4-1 给 出 了 几 种 第 用 金属 材料 拉 
仲 时 的 力学 性 能 。 关 于 材料 更 详尽 的 资料 ， 可 查阅 有 天国 家 标准 、 部 标准 或 企业 标准 以 
及 有 天 资料 手册 等 。 
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图 4-9 KI 4-10 
表 4-1 几 种 常用 材料 的 主要 力学 性 能 
材料 名 称 шоок 屈服 点 o /MPa 抗 拉 强 度 o, /MPa 伸 长 率 5;(% ) 
普通 碳 素 钢 Q235 240 380~ 470 25-27 
( GB/T700— 1988) Q275 280 500 ~ 620 19~21 
优质 碳 素 钢 45 360 610 16 
е а 0345В 280 ~ 350 480 ~ 520 19-21 
(СВ/Т1591—1994) Q390B 340—420 500 ~ 560 17~19 
合金 结构 钢 40Cr( 调 质 ) 550 ~ 800 750 ~ 1000 9—15 
( GB/T3077— 1988) 40MnB( 调 质 ) 500~ 800 750~ 1000 10~ 12 
球墨 铸铁 QT400—18 280-320 380-420 17-19 
( GB/T1348— 1988) QT600—3 400 ~ 440 580 ~ 620 3 
Жк HT150 100~280 
( GB/T9439— 1988) HT200 160 ~ 320 


第 4 章 材料 的 力学 性 能 与 应 力 应 变 关 系 


(Ж) 
材料 名 称 届 服 点 o /¿MPa 抗 拉 强度 o,/MPa 伸 长 率 6,( %) 
д. A 110~240 210~ 420 18 
O SE 
(GB/T3190—1996) 280 420 13 














高 分 于 材料 是 一 种 第 用 的 工程 材料 ， 其 种 类 很 多 ， 它 们 的 力学 性 能 有 很 大 差 寞 。 主 要 分 
这 样 几 类 ， 一 类 为 便 而 脆 的 局 分 子 材 料 ， 如 聚 茶 乙 炉 、 有 机 政 璃 每 ， 聚 从 乙烯 的 应 力 - 应 变 
曲线 如 图 4-11 所 示 ; 第 二 类 为 具有 一 定 强度 和 塑性 的 结 铝 态 高 分 子 材 料 ， 如 尼龙 、 聚 碳酸 
酯 等 ， 尼 龙 的 应 力 -应 变 曲线 如 图 4-11 所 示 ; 第 三 类 为 高 弹性 材料 ， 如 橡胶 等 。 

需要 指出 ， 结 品 态 高 分 子 材料 ， 拉 伸 时 贷 几 现 象 不 是 发 生 在 强化 阶段 之 后 ， 而 是 在 届 服 
的 开始 。 但 贷 缩 后 不 立即 发 生 断 裂 ， 仍 能 承受 很 大 的 应 变 。 

近年 来 ， 复合 材料 以 其 诸多 优点 广泛 应 用 于 各 个 工程 领域 。 图 4-12 лу А ЖЕРК Р A 
(碳纤维 增强 环 氧 树脂 基体 ) 单 层 纤 维 复合 材料 沿 纤维 方向 和 垂直 纤维 方向 拉 伸 时 的 应 力 -应 
变 曲 线 ， 由 图 可 见 ， 材 料 的 力学 性 能 随 加 力 方 向 的 改变 而 变化 ， 即 为 各 向 异性 ， 其 沿 厦 纤维 
方 回 的 抗 拉 强 度 和 弹性 模 量 均 远 大 于 垂直 纤维 方 回 的 值 。 兢 纤维 和 玻璃 纤维 的 单 回 复合 材料 
的 力学 性 能 列 于 表 4-2 中 。 























єз 
A 
= 
5 
0 50 100 150 200 250 300 
g (%) 
图 4-11 图 4-12 


表 4-2 单 向 复合 材料 的 力学 性 能 


弹性 模 量 /GPa 抗 拉 强度 /GPa HRE (%) 





材 料 
平行 纤维 垂直 纤维 平行 纤维 垂直 纤维 平行 纤维 垂直 纤维 
碳纤维 / 环 氧 树脂 
220 38 0.6 
(Ф,=0.6) 








玻璃 纤维 / 聚 酯 树脂 
38 10 750 22 1.8 0.2 
(Ф,=0. 5) 


注 ; 9 是 纤维 在 复合 材料 中 所 占 体积 分 数 。 








k 
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ЕЎ 应 力 松弛 与 蠕 变 





加 载 速率 、 温 度 及 载荷 作用 时 间 等 因素 ， 对 材料 的 力学 性 能 有 显著 影响 。 当 载荷 迅速 增 
加 时 ， 材 料 的 塑性 变形 可 能 还 来 不 及 完全 形成 就 发 生 了 破坏 。 o 
图 4-13 所 示 为 低 碳 钢 在 静 载 及 迅速 加 载 两 种 情况 下 的 应 力 -应 
变 曲 线 示意 图 。 由 图 可 见 ， 迅 速 加载 时 ， 屈 服 阶 段 已 不 明显 ， 
但 强度 极限 显著 提高 。 其 他 塑性 材料 在 迅速 加 载 时 也 有 类 似 性 
质 。 至 于 温度 的 影响 ,一 般 说 来 ， 随 着 温度 的 升 高 ， 人 金属 材料 
的 屈服 点 、 强 度 极 限 降低 ， 而 伸 长 率 则 增 大 。 几 4-14a 所 示 为 
短期 静 载 下 ， 低 兢 钢 的 oa o ор. E. 6、 少 等 随 温度 的 变化 曲 
线 。 由 图 可 见 ， 当 升温 至 250 ~ 300°С 时 ， 低 碳 钢 的 强度 极限 
o, 有 反而 升 高 ， 而 伸 长 座 6 K Wr КАН >К y 却 显著 降低 。 这 一 现象 称 为 鉴 及 现象 。 蓝 脆 现 象 
主要 是 低 碳 钢 所 特有 的 。 因 此 ， 低 碳 钢 锻件 应 尽量 避免 在 蓝 脆 区 进行 热 加 工 ， 以 防 锻 件 开 
裂 。 图 4-14b 表示 铬 锰 合 金 钢 的 o. co. 6 随 温度 的 变化 曲线 。 对 多 数 材料 来 说 ， 随 着 温 
度 升 高 ， 都 是 趋 于 强度 降低 ， 塑 性 增加 。 人 金属 热 加 工 就 是 根据 材料 的 这 一 性 质 加 热 成 型 的 。 
温度 降 至 0%C 以 下 时 ， 钢 材 总 的 趋势 是 变 脆 ， 强 度 提 高 ， 塑 性 降低 。 

高 温 下 ， 载 荷 作 用 的 时 间 对 材料 的 力学 性 能 有 重要 影响 。 温 度 高 于 一 定数 值 ， 应 力 超过 
某 一 限度 以 后 ， 在 定 值 静 载 应 力作 用 下 ， 材 料 的 变形 会 随 着 时 间 而 不 断 地 缓慢 增长 ， 这 种 现 
象 称 为 里 变 。 蜂 变 变 形 主 要 是 塑性 变形 ， 缉 载 后 只 有 很 少 部 分 变形 能 够 恢复 。 图 4-15 所 示 
为 金属 材料 蠕 变 曲线 的 示意 图 ， 图 中 纵 坐 标 为 蠕 变 应 变 ， 横 坐标 代表 时 间 ， 曲 线 斜 率 即 агл 
di 表示 里 变速 度 。 图 4-15a 中 曲线 的 АВ 段 蠕 变 速度 不 断 减少 ， 是 不 稳定 阶段 ，BC Бел 
最 小 ， 且 近 于 常 量 ， 称 稳定 阶段 ， 随 后 蜂 变 速度 开始 增加 ，CD 段 因 之 称 为 加 速 阶段 ;过 了 DD 
点 ， 虹 变速 度 急剧 加 大 直至 点 发 生 断 裂 ，DE 段 称 为 破坏 阶段 。 温 度 不 变 时 ， 应力 愈 大 稳定 
阶段 的 蠕 变速 度 亦 愈 大 ， 容 易 发 生 蠕 变 断 裂 (图 4-15b)。 应 力 小 于 某 一 限度 ,稳定 阶段 的 蠕 变 
速度 将 减少 至 零 ， 这 时 就 可 以 不 考虑 蠕 变 的 影响 。 

高 温 下 若 变形 保持 不 变 ， 会 出 现 应 力 随 时 间 逐 渐 降 低 的 现象 ， 这 种 现象 称 为 松弛 。 忽 视 





迅速 加 载 











图 4-13 
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a) b) 
图 4-15 
里 变 与 松弛 的 影响 ， 可 能 会 使 高 温 下 工作 的 构件 发 生 重 大 事故 。 例 如 ， 燃 气 轮机 的 叶 户 在 高 
温 下 可 能 产生 过 大 的 虹 变 变形 而 与 汽轮机 简体 相 撞 ， 高 压 燃气 管道 紧 固 螺栓 的 预 紧 力 会 因 松 
弛 现象 而 大 大 降低 ， 从 而 保证 不 了 气 蜜 联接， 等 等 。 


ГИЙ 各 向 同性 材料 的 胡 克 定律 








4.5.1 ВФ 





式 (4-1) Жл, ЕУ РЈ, 52 B ЛУ JJ fE BJ A (图 4-16)， 其 正 应 力 与 
线 应 变 成 正比 ， 即 


o. = Es (4-6) 























E, E (4-7) 
实验 表明 ， 在 比例 极限 内 ,横向 (与 应 力 o, 垂直 的 方向 ) y 
МЛ е, (Re) 与 纵向 应 变 e, 之 比 为 一 常量 。 用 v 表示 这 一 比 | 
值 ， 则 | 
E E, — a к —- 
v=- 一 =- 一 (4-8) 大- 一 一 到 
e, e, 7 
对 于 绝 大 多 数 工 程 材料 ， 纵 向 和 横向 应 变 正 负 号 始终 相反 ,为 y 
使 > 为 正 值 ， 故 在 定义 式 (4-8) 中 加 一 个 负 号 。 Ër А236 
v 称 为 横向 变形 系数 或 泊 松 比 ， 其 值 随 材料 而 异 ， 可 通过 实 
验 进 行 测定 。 由 式 (4-8) 可 得 
E — VE, 
及 | (4-9) 
e, =—uve, 





式 中 ， 人 负 号 表示 模 同 应 变 与 纵向 应 变 符号 相反 。 式 (4-7) 代入 式 (4-9) 得 


O 30 年 来 已 经 研制 出 “ 拉 胀 材料 ”， 例 如 某 些 聚合 物 泡沫 材料 ， 具 有 受 拉 时 横向 发 生 脱 胀 ， 受 压 时 横向 发 生 收 
缩 的 力学 特性 。 这 时 纵向 应 变 和 横向 应 变 具 有 相同 的 正 负 和 号， 所 以 这 类 材料 的 泪 松 比 为 负 值 。 
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€ 一 一 一 (天 
“ Е x 
(4-10) 
p 
€,— ——, 
Е 


ж 4-3 给 出 了 几 种 常用 材料 的 和 vw 值 。 
表 4-3 几 种 常用 材料 的 EE 和 vw (Е 


材料 名 称 Е/СРа V 

йй ж N 196—216 0.24~0. 28 
тп = 钢 186—206 0.25~0. 30 
IK W 铁 78.5~157 0. 23~0.27 
铜 及 其 合金 72.6~128 0.31~0. 42 
н п 金 70 0. 33 





ШЕН А ИНА, ЖЕЕ Б РЧ, да BJ UJ w: JJ УН y; 
的 切 应 变 (F 4-17) 成 正比 ， 即 





x т = Gy, (4-11) 
TL. 
Ty 
y = (4-12) 





上 两 式 称 为 剪 切 胡 克 定律 ， 其 中 G 称 为 切 变 模 量 ， 其 值 与 材料 有 
关 ， 可 由 实验 测 得 。 


4.5.2 Г Уз хі 


在 图 4-18a 所 示 的 空间 应 力 状态 下 ， 对 于 各 问 同 性 材料 ， 在 线 弹 性 范围 内 ， 正 应 力 在 其 
纵向 和 横向 只 引起 线 应 变 ， 而 不 引起 此 方向 的 切 应 变 ; 同样 ， 坐 标 面 内 的 切 应 力 只 引起 它 所 
在 坐标 面 内 的 切 应 变 ， 而 不 引起 其 他 坐标 面 内 的 切 应 变 ， 也 不 会 引起 此 坐标 方 同 的 线 应 变 。 

















ы 





а) b) 


К 4-18 





由 上 市 的 式 (4-7). 20 (4-10), = (4-12), 应 用 车 加 原理 ,可 得 空间 应 力 状 态 下 应 力 - 应 


[oo.-v(o,+0o,) | 
[oo,-v(o,+0,) | 


[o -v(0,+0, ) | 


(4-13) 











上 式 称 为 广义 胡 克 定律 。 
若 单 元 体 的 三 个 主 应 力 已 知 时 ， 如 图 4-18b 所 示 ， 其 应 力 -应 变 关系 可 写成 








ё жыга ш | 


1 
А (4-14) 
ёз Вова): 
AP, ei, е. єз 分 别 为 沿 主 应 力 方向 的 线 应 变 。 由 于 主 应 力 单 元 体 在 三 个 坐标 平面 内 的 
切 应 变 等 于 零 ， 故 主 应 力 方 回 的 线 应 变 就 是 主 应 变 。 











例 4-1 某 构件 表面 一 点 处 于 平面 应 力 状 态 ， 测 得 该 点 两 个 互相 垂直 方 回 的 线 应 变 为 
є,= 500х107, = = – 200х107, ЕЖ Е = 200GPa, v=0.25。 试 求 该 点 的 正 应 力 分 量 о, 
Мо, 

解 : 由 式 (4-13), 平面 应 力 状态 下 








1 
ео; ис) 
| (a) 
g€, =—(Gs, uo, ) 
求解 此 式 得 
5 „(&,+иг,) 
(b) 
ата „(&,+әє,) 
- 51 Ы 
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200x10?P 
所 以 = (500x10-5-0.25x200x10-6) = 96MPa 
1-0. 25° 
200x10°Pa P P 
g, =—— (-200x10 °+0.25x500x10 °) = -16MPa 
1-0. 25° 


014-2 在 一 个 体积 比较 大 的 钢 块 上 有 一 直径 为 5.001cm 的 四 座 ， 四 座 内 放置 一 直径 为 
5cm 的 钢 制 圆柱 (图 4-19a 为 剖 视 图 )， 圆 柱 受 到 轴 向 均 布 压力 作用 ， 其 合力 =300kN。 钢 
的 弹性 模 量 =200GPa， 泊 松 比 v=0.3。 假设 钢 块 不 变形 ， 试 求 圆柱 内 任意 一 点 的 主 应 力 。 





a) b) 


解 : 随 着 轴 问 压力 的 增加 ， 圆 柱 开 始 向 横向 (ëJ) 扩展 ,后 来 受到 块 体 孔 壁 的 阻碍 。 
加 载 完 毕 时 ， 圆 柱 内 任意 一 点 的 轴 回 压 应 力 为 
F 300x10°N 
A 





= 一 =-153x10fPa=-153MPa 
TT 
__х52х107 2 
4 





H ГАНЕ ПТ 5 ж о PJ J H ГРК, РЧ, AEM Же H З $ Is] B: K fU. 5 BJ ВЕ Ts 101 Jü 
MACN R) 均 布 压 应 力 ， 用 p 来 表示 (图 4-19b)。 

由 例 2-5 可 知 ， 圆 柱 内 任意 点 平行 于 y 轴 的 任意 和 斜 截面 上 只 有 大 小 为 p 的 正 应 力 ， 无 切 
MH. KA, REKEREKE CA) 截面 上 的 应 力 o, ЛП] т] (Ө Jin) 截面 上 的 应 











1 с, 相等 ， 即 

O pP 
再 利用 约束 条 件 

5.001ст-5ст 
g= = 0. 0002 

5ст 

HJ ХАЯ Е 
1 1 
2, = Га O) ] 人 -p-vo, +vp| = 0. 0002 
可 以 求 出 
-vo,—0. 0002E 0. 3х153х10%-0. 0002х200х10° 
p= = Pa= 8.43MPa 


] 一 7 1-0.3 
所 以 任 一 点 的 三 个 主 应 力 为 
o; =0,=-p=-8.43MPa, o,=-153MPa 








ж 
地 





4.6.1 体积 应 变 与 形状 变形 


在 应 力作 用 下 ， 单 元 体 要 发 生变 形 ， 该 变形 分 成 两 类 : 体积 变形 与 形状 变形 。 如 有 果 单 元 
体 原来 是 正 立方 体 ， 变 形 后 仍 为 正 立 方 体 ， 或 单元 体 原 来 是 球体 ， 变 形 后 仍 为 球体 ， 这 种 变 
形 只 是 体积 发 生 了 变化 ， 而 形状 没有 变化 ， 称 为 纯 体 积 变形 (图 4-20b、e)。 如 果 原 来 是 正 
立方 体 的 单元 体 ， 变 形 后 为 体积 相等 的 长 方 体 ， 或 原来 是 球 的 单元 体 ， 变 形 后 为 体积 相等 的 
椭 球 体 ， 这 种 变形 只 是 形状 发 生 了 变化 ， 而 体积 没有 变化 ， 称 为 纯 形 状 变 形 (图 4-20c. f). 
一 般 情 况 下 ,在 应 力作 用 下 单元 体 不 仅 体 积 发 生变 化 ， 而且 形状 也 会 发 生变 化 
(图 4-20a. d). 








a) b) c) 
2 2 
3 3 
d) e) 
К 4-20 


为 了 方便 起 见 ， 在 主轴 坐标 系统 中 进行 考察 。 取 一 主 单元 正 立 方 体 (图 4-20a) ,变形 前 
各 棱 边 的 长 度 均 为 da， 体积 为 dm = (da)”。 ТЕЛУ Л oi, о. o, 作用 下 产生 主 应 变 є|, 
2，、E3， 则 变形 后 各 校 边 的 长 度 为 da(1+el)、da(1+e,)、da(1+te;) ,体积 为 dV=da( +e, ) 
da(1+e)da(1+s3)。 变 形 前 后 体积 的 相对 变化 称 为 体积 应 变 ， 以 Ө 表示 

dV-dV, (da) (1+e )(1+e,)(1+e,)-—-(da) 
"ча (у оо. 
忽略 高 阶 微量 后 Ө=&ү+є,+&,» 


ЖЇН) ЖЕҢ Е 0 (4-14) 得 到 








(4-15) 


或 (4-16) 


AF, c, = (G, to, +0,)3, 为 平均 应 力 ; е = (e, +e, + е, )/3, 为 平均 应 变 ，; 


psg 
Геје ЕС 
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K=E/[3(1-2v)], 称 为 体积 应 变 弹 性 系数 , 式 (4-15), 5 (4-16) 称 为 体积 应 变 胡 克 定 
律 。 可 见 体 积 应 变量 是 由 单元 体 各 面 上 平均 应 力 引 起 的 (图 4-20b)。 

主 单元 体 在 主 应 力 o, ©, с, 作用 下 ,不 仅 体积 发 生 了 变化 ， 而 且 形 状 也 发 生 了 变 
化 ， 由 原来 的 正 立 方 体 改 变 为 长 方 体 。 各 主 应 力 oa, с. о, 偏离 平均 应 力 on BEH 5. 
55, 53 RIR, Hl sj =0,-0, 8 =0,-7., s,=0;-0 7 形状 变形 就 是 由 这 些 应 力 偏 离 量 引 起 
的 (图 4-20c). 











4.6.2 应 变 能 





弹性 体 受 外 力作 用 要 发 生变 形 ， 引 起 力作 用 点 沿 力作 用 方向 位 移 ， 外 力 因 此 而 做 功 ; 2; 
一 方面 ， 弹 性 体 因 变 形 而 具备 了 做 功能 力 ， 表 明 其 储存 了 了 能量， 这 种 能 量 称 为 弹性 变形 势 
能 ， 简 称 变形 能 。 当 逐渐 季 去 外 力 ， 弹 性 体 又 将 所 储存 的 变形 能 逐渐 释放 而 做 功 ， 使 变形 还 
渐 消 失 。 奉 外 力 从 零 开 始 十 分 缓慢 地 增加 到 最 终 值 ， 变 形 中 的 每 一 瞬间 弹性 体 均 处 于 平衡 状 
态 ， 这 样 可 忽略 弹性 体内 的 动能 及 其 他 能 量 的 变化 ， 可 以 认为 变形 能 天 。( 或 用 已 , 表示 ) 在 
数值 上 束 等 于 外 力 所 做 功 И, БЇ 











E =W (4-17) 

1. 单 向 应 力 状 态 下 的 应 变 能 

图 4-21a 所 示 的 轴 问 拉 伸 下 杆 ， 当 拉力 
从 零 开 始 缓慢 地 增加 到 最 终 值 尺 时 ， 则 杆 
的 变形 亦 同 时 从 零 开 始 慢 慢 地 增加 到 最 终 
Е ЛІ, 在 比例 极限 内 ， 外 力 了 与 变形 量 Al 
之 间 成 正比 关系 ，F-Al 图 呈 一 过 原点 的 和 斜 
直线 ， 如 图 4-21b 所 示 。 在 逐渐 加 力 的 过 程 
中 ， 当 拉力 为 f, 时 ， 杆 的 变形 量 为 Al, 
假如 此 时 拉力 再 增加 一 个 df; ， 那 么 杆 的 变 
形 将 含有 一 增 量 d( AL ) .于 是 已 作用 于 杆 件 a) b) 
上 的 拉力 F 因 位 移 d(Al,) 而 做 功 aW J 4-21 

dW=F,d(Al) 

dW 就 等 于 图 4-21b 中 阴影 部 分 的 微分 面积 。 把 最 终 的 拉力 F 和 最 终 的 变形 量 Al 分别 视 为 一 
系列 ағ, абд) 的 积累 ， 这 样 ， 拉 力 玉 所 做 的 总 功 四 便 等 于 这 些微 分 面积 总 和 ， 即 图 
4-21b 斜 直 线 下 三 角形 的 面积 。 于 是 总 功 





l 
W=—FAl 
2 
由 式 (4-17) 得 杆 的 变形 能 
l 
E,=W= КА! (4-18) 


让 我 们 将 这 一 概念 应 用 于 线 弹 性 体内 的 一 个 单元 体 中 。 图 4-22a 表示 单元 体 受 单 回 应 力 
o 作用， 图 4-22b 给 出 了 相应 的 变形 。 

储存 在 单元 体内 的 变形 能 一 般 亦 称 应 变 能 。 单 位 体积 中 积蓄 的 应 变 能 称 为 应 变 比 能 或 应 
变 能 密度 。 在 图 4-22a 与 图 4-22b MIRET, x TAIN с, ауд: Е х г е, dx 上 所 











a) b) c) 


做 的 功 ， 就 等 于 储存 在 单元 体内 的 应 变 能 
le edir : (G dydz)( £ dx)= zo, e dV 


单元 体内 的 应 变 比 能 为 





= 0, (4-19) 


2. 纯 切 应 力 状态 下 的 应 变 能 
图 4-220 所 示 的 单元 体 为 纯 切 应 力 状态 。 仿 照 上 述 分 析 ， 作 用 在 单元 体 的 上 表面 的 * 方 
向 的 力 r_ dedz, TE x DEEE wb Ей, каныман 





dE y=dW= (ткз) (y dy) = ту, „аў 


单元 体内 的 应 变 比 能 为 
dE, 1 


1 
V O ух? ya O lay Yay 
3. 空间 应 力 状 态 下 的 应 变 能 
变形 固体 内 一 点 在 主 应 力 cl o, с, 作用 下 ， 其 应 变 能 只 与 最 终 的 力学 状态 ( 
ЛЕ) 有 关 ， 与 加 载 的 历史 〈 应 力 变 化 的 历史 ) 无 大， 故 总 应 变 能 等 于 各 应 力 分 量 分 别 在 目 
己方 向 的 应 变 上 所 做 功 的 代数 和 。 因 此 ， 相 应 的 应 变 比 能 为 





= 了 (aieltaaeataaea (4-21) 
应 用 广义 明 克 定律 式 (4-14) 得 到 


1 
e=— [o +o +oí-2v (oloy+O5O3+O3O1) | 


2Е 
总 应 变 比 能 е 等 于 体积 应 变 比 能 e。。 和 形状 应 变 比 能 е, 的 总 和 ， 即 


e=e +e; (45955 
体积 应 变 比 能 等 于 三 个 坐标 轴 方 向 的 平均 应 力 rr， 在 目 己 方向 的 应 变 е 上 所 做 功 的 代数 
ЖП, BẸ 
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应 用 体积 应 变 胡 克 定 律 式 (4-16) 得 到 


2 2 
On 3 (1-2v)/01+0,+0 1-2% 
i | (G +o,+o,) (4-23) 
2K 2Е 3 6E 
于 是 ， 形 状 应 变 比 能 
ef =е-е, 
l. ， 5, 5 
“оке теже VO s 
[=20 
Е (91092493). 
] +> 
тл нгш Ег Г Еа ГЕГУ, 
Bl Ва НЕСЕ aT 4-24 
"р КЫЙ T) +(G,;j-G;) Tt(Gs-G|) | (4-24) 


x 各 商 同 性 材料 弹性 常数 间 的 关系 


ШШЕ 现在 证 明 各 向 同性 材料 的 材料 常数 已 .>、C 间 存 在 的 如 下 关系 式 
E 
(三 一 =: 
2(1+v) 
考虑 如 图 4-23 所 示 的 纯 切 应 力 状态 ， 单 元 体 只 有 形状 变形 而 无 y 
体积 变形 ， 形 状 应 变 比 能 就 是 总 的 应 变 比 能 。 由 式 (4-20), 其 
形状 应 变 比 能 
1 
бє Tay Yay Уе (а) 
纯 切 应 力 状态 为 一 种 特殊 的 双 轴 应 力 状 态 : с=т, с. =0, 
03=-7,,， 应 用 形状 应 变 比 能 表达 式 (4-24) 
1+} 


cf GF [ (Go, ) +(0,-03) +(03-0))’) 





É 4-23 


{+y 
l OF Re 
] +> 
=g T A 


式 (а) 和 式 (b) 是 同一 纯 切 应 力 状态 的 形状 应 变 比 能 ， 故 相等 。 于 是 得 证 。 


EE] 各 向 异性 材料 应 力 -应 变 关系 





在 载荷 作用 下 ， 构 件 内 的 任 一 点 一 般 有 独立 的 六 个 应 力 分 量 和 六 个 应 变 分 量 。 对 于 各 向 
同性 材料 正 应 力 分 量 在 其 纵 癌 和 横 癌 只 引起 线 应 变 ， 不 引起 此 方 问 的 切 应 变 ， 而 切 应 力 分 量 
只 引起 面 内 切 应 变 。 对 于 各 问 异 性 材料 ， 每 一 个 应 力 分 量 都 可 以 产生 全 部 的 六 个 应 变 分 量 。 
“rt m] 
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也 就 是 说 ， 正 应 力 分 量 不 仅 引 起 线 应 变 ， 也 将 引起 切 应 变 ; 切 应 力 分 量 不 仅 引 起 切 应 变 ， 同 
时 也 将 引起 线 应 变 。 在 线 弹 性 范围 内 ， 这 些 应 力 与 应 变 之 间 也 呈 线 性 关系 。 小 变形 情况 下 ， 
芋 加 原理 仍然 适用 。 例 如 ,x 方向 的 线 应变 e 是 由 六 个 应 力 分 量 引 起 的 ， 可 以 写成 六 个 应 
力 分 量 的 线性 函数 ， 即 

Es.=K11o,. +Кус,+Ку;о,+Куат, tK Ta +h Ta 


其 余 五 个 应 变 分 量 也 有 类 似 关 系 式 ， 将 它们 用 矩阵 形式 表示 如 下 


ё„ Kj Кү» К» sas Я К T, 
ё, К, К,, К. ... Sas K, С, 
E, sas Das РТ Sas „жө со: o, 

l (4-25) 
Yzy РР ее кез кез 25. ооо СРТ 
Уе © жоё i эө ө сее с кы 
Уш Ке Ке Ке» с ЕБ К Ty 





由 上 式 看 出 ， 各 向 异性 材料 共有 36 个 弹性 常数 。K, 中 第 一 个 角 标 i 表示 与 应 变 分 量 有 
关 ， 第 二 个 角 标 /表示 与 应 力 分 量 有 关 。 可 以 证 明 (通过 考察 由 应 力作 用 引起 的 总 功 与 应 力 
的 作用 次 序 无 关 来 证 明 ) ， 弹 性 常数 矩阵 天 是 对 称 的 ， 即 K, =K;。 因 此 ， 最 多 有 21 个 弹性 
常数 。 

如 果 材 料 的 弹性 性 质 对 于 三 个 互相 垂直 的 平面 具有 对 称 性 ， 称 为 正 交 异性 材料 。 例 如 ， 
增强 纤维 材料 、 木 材 等 。 当 * у, z 轴 选 取 分 别 平行 于 三 个 对 称 面 时 ， 各 切 向 分 量 之 间或 切 
向 分 量 与 法 向 分 量 之 间 没 有 相互 作用 ， 即 正 应 力 只 产生 线 应 变 ， 对 切 应 变 不 产生 影响 ， 一 华 
标 面 内 的 切 应 力 只 引起 同一 平面 内 的 切 应 变 ， 而 不 产生 线 应 变 。 所 以 式 (4-25) 简化 为 下 列 
形式 























e, Kı K, K 0 0 0 ío. 
E, К К Кз O 0 0 |, 
Ez К Ka Ку 0 0 0 о, 
= (4-26) 
Fay 0 0 О Ка 0 0 т, 
y 0 0 0 0 К; 0 | т,, 
Y zx 0 0 0 0 О K. ll. 








由 此 式 看 出 ， 正 交 各 癌 异 性 材料 最 多 有 九 个 弹性 常数 (KK) o 
对 各 问 同 性 材料 ,， 式 (4-26) 将 如 何人 简化 ? 最 多 有 有 几 个 弹性 常数? 读者 可 参考 4.5.2 
节 ， 自 行 推 出 与 式 (4-13) 相同 的 结论 。 


© = 


4-1 习题 4-1 图 所 示 某 矩形 截面 拉 伸 试 件 ， 标 距 /, = 70mm， 宽 度 5=20mm， 厚 度 m=2mm。 试 验 过 程 
中 测 得 各 变形 阶段 的 极限 轴 向 拉力 分 别 为 : 弹性 阶段 已 =8kN; 屈服 阶段 F = 9.6kN; 强化 阶段 F, = 
16. 8kKN， 拉 断后 测 得 试 件 长 度 改变 了 Al=17. 5mm， 试 确定 该 材料 的 弹性 极限 o, JERA o, ERR cr， 
MERK 5。 

4-2 ” 某 电 子 秤 的 传感器 为 一 空心 圆 简 形 结构 ， 如 习题 4-2 тул. АУК 9 D = 80mm, JZ 
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习题 4-1 图 
9mm， 材 料 的 弹性 模 量 =210GPa。 设 沿 简 轴线 作用 重 物 后 ， 测 得 简 壁 产生 的 轴 向 线 应 变 e= 47. 5х107°, 
试 求 此 重 物 的 重力 F. 
4-3 一 钢 试 件 如 习题 4-3 图 所 示 ， 其 材料 的 弹性 模 量 =200GPa， 比 例 极限 o, = 200MPa, ÉL£ do = 
І0тт [= 100mm， 用 放大 倍数 为 500 的 引伸 仪 测量 变形 ， 试 问 : 当 引 伸 仪 上 的 读数 为 25mm 时 ， 试 件 的 
应 变 、 应 力 及 所 受 载 集 各 为 多 少 ? 




















习题 4-2 图 习题 4-3 图 
4-4 一 板 状 拉 伸 试 件 如 习题 4-4 图 所 示 。 为 了 测定 试 件 的 应 变 ， 在 试 件 的 表面 贴 上 纵向 和 横向 电阻 丝 
片 。 在 测定 过 程 中 ， 每 增加 3kN 的 拉力 时 ， 测 得 试 件 的 纵向 线 应 变 e, = 120x10“ 和 横向 线 应 变 e, = —38x 
10“。 求 试 件 材料 的 弹性 模 量 和 泊 松 比 。 
4-5 刚性 足够 大 的 块 体 上 有 一 个 长 方 槽 (见习 题 4-5 图 ) ， 将 一 个 lemxlemxlem 的 铝 块 置 于 槽 中 。 铅 
的 泊 松 比 v=0.33， 弹 性 模 量 =70GPa， 在 铝 块 的 项 面 上 作用 均 布 压 力 ， 其 合力 Е= 6kN。 试 求 铝 块 内 任意 
В ЕЛ2), 

















习题 4-48 习题 4-5 图 
4-6 试 求 习题 4-6 图 所 示 正 方形 棱柱 体 在 下 列 两 种 情况 下 的 主 应 力 : а) 棱柱 体 目 由 受 压 ; b) Ж 





放 在 刚性 方 模 内 受 压 。 
4-7 习题 4-7 图 所 示 怎 形 板 ， 承 受 正 应 力 с, У с, 作用 ， 试 求 板 的 厚度 、 长 度 、 宽 度 的 改变 量 Aó. 
Ab, Ah, 已 知 板 件 厚度 6=10mm， 长 度 5= 800mm， 宽 度 h=600mm， 正 应 力 o, = 80МРа, o,=40MPa, МЖ 








第 4 章 材料 的 力学 性 能 与 应 力 应 变 关 系 


为 铝 ， 弹 性 模 量 =70GPa， 泊 松 比 v=0. 33。 





q 
a) b) 
习题 4-6 图 习题 4-7 图 
4-8 已 知 单元 体 处 于 二 回应 力 状 态 ， 如 习题 4-8 УХ, с, = yh 
100МРа, с, = 80MPa, z, = - 50МРа, Е = 200GPa, v = 0.3, W оу 


K рее 

4-9 习题 4-9 图 所 示 的 应 力 状 态 (图 中 应 力 的 单位 为 MPa) 
中 ， 哪 一 应 力 状 态 只 引起 体积 变形 ” 哪 一 应 力 状态 只 引起 形状 变形 ? 
哪 一 应 力 状态 既 引 起 体积 变形 又 引起 形状 变形 ? 

4-10 ” 求 习 题 4-10 图 所 示 单 元 体 的 体积 应 变 9、 应 变 比 能 e 和 形 
状 应 变 比 能 epo 已 知 =200GPa, v=0.3。( 图 中 应 力 单位 为 MPa) 

4-11 ” 试 证 明 对 于 一 般 的 三 问 应 力 状 态 ， 辱 应 力 - 应 变 关系 保持 习题 4.8 图 
线性 ， 则 应 变 比 能 


Ox 














1 
2 2 2 
756 ттт) 


习题 4-10 图 
4-12 某 构 件 一 点 处 于 平面 应 力 状 态 ， 已 知 该 平面 内 最 大 切 应 变 y， 5x104, DN H.H aE BL J In] BJ IE 











应 力 之 和 为 27. 5MPa。 材 料 的 弹性 模 量 =200GPa， 泊 松 比 v=0.25。 试 计算 主 应力 的 大 小 。 (提示 : ос, + 


Cn+90。 一 Ca TO =O nax TU аа ) 
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前 三 章 所 阐述 的 内 容 ， 对 于 任何 形状 的 变形 固体 (ЖЖ, ЖА, б, H) 均 适 用 。 从 
本 章 开 始 ， 主 要 讨论 杆 件 的 强度 、 刚 度 与 稳定 性 问题 。 

若 杆 件 所 受 外 力 或 其 合力 的 作用 线 沿 着 杆 件 轴线 ， 则 杆 件 横 截面 上 将 只 有 轴 力 这 一 个 内 
力 分 量 ， 杆 件 要 发 生 沿 轴 向 方向 的 伸 长 或 缩短 变形 ， 称 为 轴 向 拉 伸 或 压缩 ， 简 称 轴 向 拉 压 。 
本 章 在 前 三 章 的 基础 上 ， 分 析 轴 向 拉 压 杆 的 应 力 与 变形 。 


EE 轴 向 拉 压 杆 的 内 力 


工程 中 有 许多 发 生 轴 向 拉 压 的 丁 件 。 例 如 ， 气 和 饶 或 液压 红 中 的 活 暑 杆 、 组 成 检 架 的 各 根 
杆 、 起 重 机 的 吊 受 、 连 接 螺 栓 、 拉 床 的 拉 刀 ， 等 等 。 虽 然 这 些 杆 件 横 截 面 的 形状 和 加 载 方式 
等 并 不 相同 ， 但 它们 都 是 下 杆 ， 所 受 外 力 或 其 合力 的 作用 线 与 杆 轴线 重合 ， 沿 轴线 方 回 将 发 
生 伸 长 或 缩短 变形 。 称 这 种 变形 为 轴 向 拉 伸 或 压缩 ， 简 称 轴 向 拉 压 ， 分 别 用 图 5-1a、b 所 示 
的 计算 简 图 表示 (图 中 双 点 划 线 表示 变形 前 的 杆 件 )。 

















图 。5-1 





以 图 5-1a 所 示 轴 向 拉 伸 杆 为 例 ， 用 截面 法 可 求 得 该 杆 任 一 横 截 面 n-n 上 只 有 轴 力 F. 一 
SAINTE, HAN FEF (BI 5-2), 

H 2.1 节 中 内 力 的 符合 规定 ， 轴 力 的 正 负 号 如 图 5-3 所 示 。 正 的 轴 力 力 矢 背 回 截面 ， 使 
杆 件 拉 伸 ; 负 的 轴 力 力 拓 指 癌 和 截面， 使 杆 件 压缩 。 
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ПЯ 轴 向 拉 压 杆 的 应 力 


5.2.1 平面 假设 


受 轴 向 力作 用 的 杆 件 ， 其 横 截 面 变形 前 是 平面 ， 假 设 变形 后 仍 为 平面 ， 只 是 两 截面 的 距 
离 发 生 了 改变 ， 称 此 假设 为 平面 假设 。 平 面 假设 的 正确 性 可 人 简 述 如 下 : 

如 图 5-4a 所 示 ， 大 与 字母 所 标注 的 平面 表示 变形 前 沿 轴 线 方 回 等 距 划分 的 横 和 截面 ， 小 
写字 母 所 标注 的 平面 表示 变形 后 的 模 截 面 。 由 于 杆 件 太 寸 与 外 力 均 对 称 于 EF 截面， 那么 ， 
杆 件 的 轴 间 变形 也 应 对 称 于 截面 ， 这 就 要 求 5 截面 变形 后 仍 为 平面 。 再 假想 在 截面 处 
将 杆 件 切 开 ,保留 右 半 部 分 ,，D 截面 又 成 为 对 称 面 ，D 截面 变形 后 也 仍 为 平面 (图 5-4b ) 。 
这 样 不 断 地 进行 下 去 ， 可 知 各 横 截 面 变 形 后 均 保 持 为 平面 。 

















5.2.2 横 截 面 上 应 力 公式 








以 轴 问 拉 伸 为 例 ， 在 杆 中 取出 dx MERKAR. Fue ЙЕЛ UR Dz, + ЛА O 固定 ， 则 
微 段 变形 如 图 5-5a 所 示 ， 即 同一 横 截 面 4 E, DEBAK y, z 坐标 取 何 值 ， 它 们 党 х 方 回 


的 线 位 移 du 均 相 同 。 由 几何 方程 ,= 他， 得 知 横 截面 上 各 点 沿 《方向 的 线 应 变 


= = 2) 均 相 同 ， 即 线 应 变 在 模 截 面 上 均匀 分 布 。 
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由 于 横 截 面 上 只 有 轴 力 ， 它 是 该 截面 内 各 个 点 上 内 力 的 合力 ， 故 横 截面 只 有 正 应 力 。 围 
绕 点 e 取出 一 单元 体 ， 为 单 向 应 力 状态 ，( 图 5-5b), 根据 单 向 应 力 状态 胡 克 定律 o Ee, 
横 截 面 上 各 点 的 正 应力 o, 亦 相 同 ， 即 正 应 力 在 截面 上 均匀 分 布 (图 5-5c), ， 故 

Fy 
' A 
式 (5-1) 中 轴 力 F. JEW, o, 得 正 值 ， 为 拉 应 力 ; 反之 为 压 应 力 。 





(5-1) 


С 





015-1 图 5-6a 37 — ХХК РАЛ Уулу МК» MEHTRE ETa ЇКА F. = 2. 620, 
F,=1.3kN, Е, = 1. 3203, 计算 简 图 如 图 5-6b 所 示 。4B 段 为 直径 а = 10 тт 的 实心 圆 截面 杆 ， 
BC ВУ р = 10mm， 内 径 d, =5mm 的 空心 圆 截 面 杆 。 求 活塞 杆 各 段 槛 截面 上 的 正 应 力 。 

解 : (1) 分 段 求 轴 力 

由 于 在 截面 B 处 作用 着 外 力 ，A4B 与 BC 段 的 轴 力 将 不 相同 ， 需 分 段 计算 。 

AB 段 如 图 5-6c 所 示 。 由 平衡 条 件 

>F =0, F +F 








—N 
am 


И Np = F, _ 2 62kN 
BC 段 如 图 5-6d 所 示 。 由 平衡 条 件 


>F =0, Е-Е, +Е 


—N 
am 


(2) 分 段 求 正 应 力 
АВ RK BC 有 段 模 截 面 上 正 应 力 分 别 为 
= =: x (— 2. 62) x 10° 


= 一 一 = 一 -一 = — Pa =- 33. 4MPa 
T (10 x 10 `) 


a “Р -| 4 x ( - 1. 32 x 105) 
m[ (10 х 107°)? - (5 x 107°)? ] 


| Pa =- 22.4МРа 








Ж5 5 36 # A 4 


015-2 REX d RX ІНА НА, Ата, Б лк, HHE] 5-7a 所 示 。 硅 材料 
单位 体积 质量 为 p， 试 求 因 自重 引起 杆 的 轴 力 和 最 大 正 应 力 。 
解 : 作用 在 杆 件 单位 长 度 上 的 重力 x 
та? 
q PS 
用 距 下 端 为 GJ 88481 m-m 假想 地 把 杆 件 截 开 ， 
保留 下 半 部 分 ， 如 图 5-7b 所 示 。 由 平衡 方程 ~ 


> =0， Еу = qx = 0 








2 
a) b) c) 





TT 
Fy = qx = ре 4 х 


最 大 轴 力 Fy 发 生 在 固定 端 截 面 上 ， 其 值 为 
Td’ 
Fy =PE — 
最 大 正 应 力 发 生 在 固定 端 蕉 面 上 ， 其 信 为 
Fx. 


o = = pel 
max А pg 


有 时 用 图 形 直观 地 表示 轴 力 沿 轴线 的 变化 情况 ， 这 种 图 形 称 为 轴 力 图 。 图 $-7c 所 示 是 
例 5-2 杆 的 轴 力 图 。 








ПЕЙ 圣 维 南 原理 ”应力 集中 


5.3.1 圣 维 南 原 理 


如 图 5-8 所 示 ， 由 于 在 杆 端 外 力作 用 的 方式 不 同 ， 将 会 对 杆 端 附近 处 各 截面 的 应 力 分 布 
产生 影响 (应力 非 均 匀 分 布 ) ， 而 对 远离 杆 端的 各 个 截面 ， 影 响 其 小 或 根本 没有 影响 。 这 一 
规律 称 为 圣 维 南 (Saint-Venant) 原理 。 圣 维 南 原理 已 被 实验 所 证 实 。 根 据 圣 维 南 原理 ， 对 
弹性 体 某 一 局 部 区 工 的 外 力 系 ， 和 在 用 静 力 等 效 的 力 系 来 代替 ， 则 力 的 作用 点 附近 区 域 的 应 力 
分 布 将 有 显著 改变 ， 而 对 略 远 处 其 影响 可 忽略 不 计 。 

理论 分 析 与 实验 证 明 ， 影 响 区 的 轴 问 范围 约 为 杆 件 一 个 模 回 尺寸 的 大 小 。 

工程 中 杆 件 所 有 党 外 力 都 是 通过 螺纹 、 销 钉 、 钾 多 、 焊 颖 等 进行 传递 的 。 力 的 作用 点 附近 
区 域 的 应 力 分 布 相 当 复 杂 。 人 但是， 根据 圣 维 南 原 理 ， 不 论 用 何 种 方式 传递 外 力 ， 只 要 外 力 的 
合力 与 杆 轴线 相 重 合 ， 则 除了 作用 点 附近 的 局 部 区 域外 ， 杆 长 的 主要 部 分 ， 应 力 和 应 变 都 是 
均匀 分 布 的 。 而 在 集中 力作 用 点 附近 (图 5-8b、 图 5-8c)， 应 力 并 非 均匀 分 布 ， 局 部 区 域 存 
在 看 比 平 均 应 力 大 得 多 的 应 力 。 


5.3.2 应 力 集中 


























工程 实际 中 ， 由 于 结构 或 功能 上 的 需要 ,构件 党 制 成 阶梯 形状 (图 5-9а), %F 48 АЯ 


[ш] ГЫР. [m] 
=з: x 
[m]: 


' 
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а) F 








图 5-9 


(图 5-9b) 或 切 槽 等 ， 使 构件 截面 尺寸 或 形状 发 生 突变 。 较 精确 的 理论 分 析 和 实验 表明 ,在 
外 力作 用 下 ， 弹 性 体形 状 或 截面 尺寸 发 生 突变 的 局 部 区 域 应 力 急剧 增 大 ， 这 种 现象 称 为 应 力 
集中 。 例 如 ， 图 5-9a 所 示 的 阶梯 形 杆 件 ， 发 生 突变 的 截面 处 应 力 非 均匀 分 布 ，。、/ 处 应 力 
显著 增 大 ; 图 5-9b 所 示 为 一 带 有 圆 孔 的 薄板 过 圆 孔 直径 的 横 截 面 上 应 力 分 布 情况 。 由 图 可 
见 ， 在 靠近 孔 边 的 。、 /处 应 力 显著 增 大 。 

设 发 生 应 力 集中 的 横 截面 上 的 最 大 应 力 为 ao， ， 同 一 横 截面 上 的 平均 应 力 为 o,， 则 
比值 








#53 36 4% Ж T 


p= 





(5-2) 


С 


m 


称 为 理论 应 力 集中 因数 。 它 反映 了 应 力 集 中 的 程度 ， 是 一 个 大 于 15922. ЖШ S ГЛК 
和 急剧、 角 越 类 、 扎 越 小 ， 应 力 集 中 的 程度 就 越 严 重 ， 理 论 应 力 集中 因数 也 越 大 。 工 程 中 一 些 
常见 情况 下 的 理论 应 力 集中 因数 已 编制 成 图 表 列 于 有 关 手 册 之 中 。 

不 同 材料 对 应 力 集 中 的 敏感 程度 是 不 同 的 。 在 静 载 衙 作 用 下 ， 对 有 看 明显 屈服 阶段 的 塑 
性 材料 ， 当 局 部 区 域 的 最 大 应 力 达 到 届 服 点 时 ， 该 局 部 区 域 将 产生 塑性 变形 ， 随 者 外 力 的 增 
加 ， 该 区 域 的 应 力 将 暂 绥 增加 ， 而 邻近 各 点 的 应 力 将 继续 增 大 ， 届 服 区 域 不 断 扩 大 ， 和 直至 相 
继 达 到 届 服 点 。 即 随 着 外 力 增 加 ， 横 截面 上 应 力 逐 渐 趋 于 均匀 ， 而 缓和 了 应 力 集中 。 而 脆性 
材料 ， 由 于 没有 届 服 点 ， 应 力 集中 处 的 应 力 首 先 达 到 强度 极限 而 在 该 处 开裂 。 所 以 ,对 脆性 
材料 的 构件 ， 应 考 上 不 应力 集 中 的 有 影响。 但 像 灰 钴 铁 一 类 的 脆性 材料 ， 其 内 部 组 织 上 的 缺陷 所 
产生 的 应 力 集中 是 主要 因素 ， 而 对 因 截 面 突变 所 引起 的 应 力 集中 并 不 敏感 ,一般 不 也 考虑 。 

受 冲 击 载 何 及 随时 间作 周期 性 变化 的 载 三 作用 时 ， 不论 是 用 塑性 材料 还 是 用 脆性 材料 制 
成 的 构件 ， 应 力 集中 的 有 影响 均 不 可 和 忽视， 这 一 问题 将 在 以 后 讨论 。 


IV 轴 向 拉 压 杆 的 变形 ”变形 能 
































5.4.1 轴 向 变形 


图 5-10a 所 示 的 长 为 了 的 杆 件 ， 变 形 后 治 轴 四 方向 〈 印 * 方 向 ) PRR L, ЖИН ЛЕ 
形 为 
AL =1 -1 (5-3) 
H 5.2 节 知 ， 轴 向 拉 压 杆 横 截 面 上 应 力 





且 各 点 都 是 单 丫 应力 状 态 ， 由 简单 胡 克 定律 得 x 方 
回 线 应 变 


o Fy 


X 





€ = 


" E EA 
取 dx 微 段 (图 5-10b)， 其 轴 向 变形 为 
Fa dx 


ЕА 








d(Al) = £ dx = 


整个 杆 件 的 轴 辐 变形 


г F 
dz 


l 
м=] а(му=] = 
式 (5-4) 称 为 轴 间 拉 压 杆 的 轴 间 变形 公式 。 
对 于 图 5-10a 所 示 的 等 直 杆 ， 在 整个 杆 长 1 内， 
各 截面 面积 4A HIH Fa 均 相 等 ， 故 式 (5-4) 变 为 


(5-4) 
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Al = 一 一 (5-5) 


由 此 式 知 ， 当 应 力 不 超 过 比例 极限 时 ， 看 杆 的 长 度 和 受 力 情况 一 定 ， 则 杆 的 变形 量 Al 
与 EA 成 反比 ， 即 EA 越 大 则 变形 量 越 小 ， 称 EA 为 杆 的 抗 拉 刚度 。 
当 轴 力 为 负 值 时 ， 应 用 式 (5-4) 或 式 (5-5) 计算 得 到 AT 为 负 值 ， 表 示 为 缩短 变形 。 


5.4.2 横向 变形 


对 于 各 问 同 性 材料 ， 由 式 (4-9) 
V 
E, ZE, =- VE, =- 一 0 
y 2 x Е x 
式 中 负 号 表示 ， 当 沿 轴 向 (x 方向 ) 伸 长 变形 时 ， 沿 横向 (у, z 方向 ) 缩短 变形 ; 反之 ， 
Л J 177. 











' , РГ 1 O, Е 
ША (4-19) 知 ， 对 于 单 辣 应 力 状 态 应 变 能 密度 e。= о, = ЖРА, HH 
于 横 截 面 上 各 点 的 应 力 与 应 变 均 相等 ， 故 dx 微 段 的 变形 能 
с: Fy Кү 
de = eAdx = —Adx = ——c dx = dx 
2Е 2E 2EA 
整个 杆 件 的 变形 能 为 
l l Fy’ 
E = | de= | 一 一 d 5-6 
u | i o 2ЕА š ( ) 


对 于 图 5-10a 所 示 的 杆 ， 其 变形 能 为 
Fa 
€ OEA 





(5-7) 


015-3 在 图 5-11 ТАУНУ ТЕР, Amelo БЇ; 
F,=10kN, Е, = 200“, l=100mm, АВ É: 5 BC 段 横 截 面 面 
ЗАЛ] А, = 100mm2, Apc = 2002, Æ Ен Е = 
200GPa, ЖЖ: 

(1) 杆 的 轴 回 变形 。 

(2) 端面 4 与 р-р 截面 间 的 相对 位 移 。 

(3) 杆 的 变形 能 。 

解 : 由 截面 法 求 得 Ap 段 与 BC 段 的 轴 力 Ру. Кү 分 别 为 





Ngc 
FN, = Е, = 10kN 
Fy =F – Ер == 10kN 


BC 


杆 的 轴 回 变形 


#53 же Ж T 


Enl Es 21 
Al = Al + Alpe = x 





10 x 10° x 100 x 10” – 10 x 10° x 2 x 100х107 r 
= о ү =———————— —— mM = 
200 x 10? x 100 x 107° 200 x 10? x 200 x 107° 


(2) 端面 4 与 р-р 截面 间 的 相对 位 移 u, 

илр ГУА А 与 D-D 和 鹤 面 间 杆 的 轴 回 变形 量 АГ,» 

Eyl Еу 1 

+ 

EAsp БАр 

| 10 х 10° х 100 х 107? w 10 x 10° x 100 x 10 š 

200 х 10° x 100 x 107° 200 x 10° x 200 x 107° 

(3) ZEE E, 
F 





идр = Alip = 


|m=25x 1075m 


w Fy 21 
Е вс = + 
2EA,p 254， 


| (10 x 10°)? x 100 x 10 ° „ (= 10 x 10°)? x 2 x 100 x 10” 
© |2 x 200 x 10° x 100 x 1076 2 x 200 x 10? x 200 x 10 `Š 








J = 0.5; 





DJ Annapa ”温度 应 力 ”装配 应 力 


5.5.1 超 静 定 问题 及 其 解法 








以 上 讨论 的 问题 ， 杆 件 的 约束 力 及 轴 力 都 可 以 由 静 力 平衡 方程 求 得 ， 这 种 问题 称 为 静 定 
问题 。 在 工程 实际 中 还 有 许多 问题 ， 其 约束 力 或 籼 力 只 死 静 力 平衡 条 件 是 不 能 确定 的 ， 这 类 
问题 称 为 超 静 定 问题 或 静 不 定 问题 。 例 如 ， 图 5-12a 所 示 杆 系 ， 轴 力 F. 和 FW, 可 由 平面 汇 交 
力 系 的 静 力 平衡 条 件 3F,=0 和 3F,=0 确定 ,是 前 定 问 题 ， 而 在 图 5-12b 中 由 于 又 增添 了 一 
根 杆 件 ， 使 轴 力 增加 为 三 个 ， 即 Fyn Fa. 和 RN ， 而 独立 的 静 力 平衡 方程 数目 仍 为 两 个 ， 














图 5-12 
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F... F... Ех 的 值 只 赁 静 力 平衡 方程 式 不 能 确定 ， 所 以 是 超 静 定 问题 。 在 超 静 定 问题 中 ， 
都 存在 着 多 于 维持 平衡 所 必需 的 支 座 或 杆 件 ， 将 其 称 为 “多 余 ”约束 。 由 于 多 余 约束 的 存 
在 ， 未 知 力 的 数目 超过 独立 的 静 力 平衡 方程 式 的 数目 ， 未 知 的 约束 力 或 轴 力 的 数目 比 独立 的 
静 力 平衡 方程 式 的 数目 多 出 的 数值 称 为 超 静 定 次 数 或 静 不 定 次 数 。 图 5-12b 为 一 次 超 静 定 问 
题 ， 图 5-12e 为 二 次 超 静 定 问题 。 一 般 地 ， 当 未 知 力 的 数目 减 去 独立 的 静 力 平衡 方程 式 的 数 
目 等 于 时 ， 称 为 次 超 静 定 问题 。 

超 静 定 问题 的 特点 是 未 知 力 的 数目 多 于 静 力 平衡 方程 式 的 数目 ， 所 以 求解 超 静 定 问题 的 
关键 是 建立 关于 未 知 力 的 补充 方程 。 由 于 多 余 约 束 的 存在 ， 杆 系 的 变形 受到 了 限制 ， 因 此 ， 
补充 方程 可 由 杆 件 各 部 分 间或 杆 系 中 各 杆 间 变形 是 协调 的 这 一 条 件 ， 即 从 变形 的 几何 关系 方 
面 入 手 ， 再 转换 成 未 知 力 之 间 的 关系 得 到 。 建 立 了 与 超 静 定 次 数 相等 的 补充 方程 后 ， 超 静 定 
问题 便 迎 刃 而 解 。 








015-4 弹性 模 量 为 El 、 模 截面 面积 为 4| 的 实心 圆 杆 
А 与 弹性 模 量 为 hk;,、 横 截面 面积 为 4, 的 圆 简 B 用 刚性 板 联 
接 ， 如 图 5-13a R, WORE F HEH TFE A HDD Bp 的 
”应 力 。 
О =: (1) 求 内 力 ， 确 定 超 静 定 次 数 

用 截面 法 ,保留 下 半 部 分 (图 5-13b)。 根 据 保留 部 分 的 平 
АЕ УЕ, =0, 19 





Fy, tF +Е= 0 (а) F 
К Ру. Кү 分 别 为 圆 杆 4 И В 的 未 知 轴 力 。 未 知 力 a) 
有 两 个 ， 而 共 线 力 系 独立 的 平衡 方程 式 只 有 一 个 ， 故 为 一 
次 超 静 定 问 题 。 
(2) 分 析 变 形 的 协调 关系 
由 于 圆 杆 A 和 圆 简 В 在 两 刚性 板 之 间 ， 所 以 变形 相等 ， 即 
АТ, A (b) 
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式 (b) 即 为 变形 协调 条 件 的 方程 。 
(3) 建立 补充 方程 
将 变形 与 轴 力 联系 起 来 有 
Pi Fal 


Al = ° Al = ° 
i EA; н Е.А, х 








将 式 (с) 代入 式 (b)， 整 理 后 得 到 补充 方程 
Fa, Fa 
= ( d) 








(4) RERAMA 2) 
将 式 (а) MI (d) ЖОЛИ 
Е.А, Е,А, 
Fy =- , F. =-—— —— 
4 E A, + E.A, Ë Е,А, + Е,А, 





5% hati 一 


(5) 求解 应 力 
BAT A ЖИЙ] В 的 应 力 
Е, Е, 
О. = 一 一 一 一 一 ， Ср Sne 
E A; + K.A, E A, + Е,А, 
№ ЕА А, 求解 超 静 定 问 题 的 主要 工作 ， 可 以 归纳 为 以 下 三 个 方面 : 
1) 力学 方面 : 建立 静 力 平衡 方程 式 。 
2) 变形 方面 : 建立 变形 协调 方程 式 。 
3) 物理 方面 : 建立 变形 与 力 之 间 的 关系 式 。 
将 变形 协调 方程 中 的 变形 用 力 表 示 ， 可 以 得 出 反映 未 知 力 之 间 关 系 的 补充 方程 式 。 将 补 
充 方程 式 与 毅力 平 衔 方程 式 联 立 求解 ， 即 可 得 出 所 求 的 未 知 力 。 从 力学 、 变 形 、 物 理 三 个 方 
面 进行 综合 分 析 ， 联 立 求解 ， 这 是 求解 超 静 定 问 题 的 基本 方法 。 
例 5-5 图 5-14a 所 示 杆 件 结构 。 已 知 1 杆 的 抗 拉 刚度 为 F141,，2 杆 及 3 杆 的 抗 拉 刚度 
HIE, N Е,А,; "Іо 亦 均 为 已 知 。 求 各 杆 的 轴 力 。 








a) b) c) 
图 5-14 
解 : 
力学 方面 : 按 截 面 法 ， 由 图 5-14b 所 示 保 留 部 分 的 平衡 条 件 王 R=0 КУЕ, =0 19 
Fy, = Fy, (a) 
Fy, + (Fy, + Fy, ) cosa = F (b) 


三 个 未 知 力 ， 两 个 独立 方程 ， 为 一 次 超 静 定 问题 。 

变形 方面 : 由 于 结构 具有 对 称 性 ，2、3 杆 的 变形 量 应 相等 ,分 别 为 4f (АТА) 和 
Ае (等 于 Als)， 见 图 5-14c。2 杆 以 下 点 为 圆心 ，Br 为 半径 画 圆 踊 ，3 杆 以 C 点 为 圆心 ，Ce 
为 半径 男 圆 跌 ， 两 圆 踊 的 交点 4' 为 节点 4 位移 后 的 新 位 置 (图 中 男 圆 踊 过 程 省 略 ) 。 由 于 是 
小 变形 问题 ， 两 条 弧 线 分 别 用 两 条 垂直 杆 件 的 直线 来 代 奉 (图 5-14c) ， 那 么 44' 即 是 1 杆 的 
变形 量 Al 。 于 是 由 图 5-14: 中 所 示 的 几何 关系 得 变形 协调 方程 

















Al cosa = AL, = АҺ (с) 
ИТШ: Fy, F. 及 AN 、AD 之 间 的 美 系 为 
Fv! 

Al, = EA, (d) 
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шн 
1 


Fpl 
Al, Er (e) 
补充 方程 将 式 (d) 及 式 (е) RAR (с) 简化 后 得 
L A, 
Еу = 0 (Ü) 


N 2 
` E,A,cos"a 


将 式 (а), 24 (b) AA (f) 联 立 求解 ， 得 所 求 轴 力 





P. = F 
N 一 
Е.А, 3 
1+2 cosa 
EA; 
Е Е F 
Fy, = Fy, = EA, 
— + 2соѕа 
Е,А,соѕ?а 


由 内 力 结 果 可 见 ， 超 议定 杆 的 轴 力 除 受 外 力 和 结构 尺寸 a 决定 外 ,还 与 各 杆 抗 拉 刚 度 的 
比值 有 关 。 这 是 不 同 于 静 定 问题 的 一 个 重要 特点 。 


=== 5.5.2 温度 应 力 

温度 变化 要 引起 物体 的 膨胀 或 收缩 。 对 于 静 定 结构 ， 杆 件 可 以 自由 变形 ， 当 温度 均匀 变 
ЖЕ, 在 构件 内 不 会 引起 应 力 ; 但 对 于 超 带 定 结 构 ， 由 于 构件 变形 受到 部 分 或 全 部 约束 ， 温 
度 变 化 时 就 要 引起 应 力 。 这 种 由 温度 变化 所 引起 的 应 力 ， 称 为 温度 应 力 。 例 如 图 5-15 中 的 
AB 杆 ， 两 端 固定 ， 是 超 毅 定 结构 ， 当 温度 变化 时 ， 由 于 杆 件 不 能 伸 长 或 缩短 ， 将 存在 温度 


























应 力 。 
对 图 5-15 所 示 的 AB 杆 ， 因 为 固定 端 限制 杆 ; 4 В à 
件 的 膨胀 或 收缩 ， 所 以 一 定 有 约束 力 F. ЯП F, (Е 
用 于 两 端 。 由 平衡 方程 得 出 ! 
F, =F; (a) RI 5-15 
设想 解除 右 端 约束 ， 人 允许 杆 件 自由 伸缩 ， 当 
温度 升 高 了 AT 时 ， 杆 件 因 温度 改变 的 变形 ( 伸 长 ) 应 为 
Al, = аАТІ (b) 
NF, a 为 材料 的 线 膨胀 系数 。 
КЛ, AmE Е, ТЕН F, 而 产生 的 缩短 变形 
F,l 
А = (c) 
实际 上 ， 由 于 两 端 固定 ， 杆 件 长 度 不 能 变化 ， 必 须 有 
Ад] 
这 就 是 变形 协调 方程 。 将 式 (b) MA (с) 代入 上 式 ， 得 补充 方程 
Fg 
аАТ = — 
БА 


#53 же Ж 


F, = EAaAT 


F 
Ё = aFAT 


Or 一 


为 了 避免 过 高 的 温度 应 力 ， 在 管道 中 增加 伸缩 节 ， 铁 路 在 钢轨 各 段 之 间 留 有 伸缩 缝 等 ， 
怠 可 以 削弱 对 膨胀 的 约束 ， 降 低温 度 应 力 。 





5.5.3 MAJ 


构件 的 加 工 误差 是 难以 避免 的 。 对 静 定 结构 ， 加 工 误差 只 是 引起 结构 几何 形状 的 微小 变 
化 ， 而 不 会 在 构件 内 引起 应 力 。 但 对 超 静 定 结构 ， 加 工 误差 就 会 在 构件 内 引起 应 力 。 这 种 由 
于 六 配 而 引起 的 应 力 称 为 装配 应 力 。 污 配 应 力 是 结构 构件 在 载 集 作用 之 前 已 具有 的 应 力 ， 因 
而 是 一 种 初 应 力 。 

以 图 5-16 所 示 的 结构 为 例 ， 并 假定 ОВ 为 刚性 杆 。 图 5-16a 是 静 定 结构 ， 如 果 将 AB FF 
加 工 短 了 ， 安 装 后 项 多 是 使 OB 杆 倾 斜 了 (图 中 虚线 所 示 )，A4B 杆 中 并 没有 应 力 存 在 。 图 5- 
16b EERE, Æ AB 杆 加 工 短 了 6 尺寸 ,安装 时 AB 杆 要 被 拉 长 ，CD 杆 要 被 压 短 ， 因 
而 АВ 杆 将 产生 拉 应 力 ，CD 杆 将 产生 压 应 力 。 





























图 5-16 
下 面 求解 4B 杆 和 CD 杆 的 装配 应 力 。 假 设 AB. CD 杆 的 材料 和 截面 尺寸 相同 ，08B 为 刚 
性 杆 ， 不 计 丁 自重 。 
力学 方面 : 由 平衡 条 件 ZM j =0 (ILB 5-16c) 得 


Fv 8 + Fy 2a = 0 (a) 
变形 方面 : 由 图 5-16c 中 的 几何 关系 得 
1 
Aley DOA (b) 
物理 方面 : 
Fyol Ех! 
Alcp =- FA ’ [ав = FA (e) 


hEN TE: 将 式 (с) 代入 式 (b) 简化 后 得 
Ô 


=- | EA - Fy, (d) 














! 


ща Ч 


| 
| 
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联 立 式 (а) 和 式 (d) 解 得 


20 Ó 
ЕК, =- —EA Fy = A 
Ncp 51 7 №в 51 
МЕЈ Bu Лу JJ 
20 Ó 
Tamm" ( 压 应 力 ) ， Сав Р 


奇 材料 的 =200GPa， 制 造 误差 6/1= 0.001， 则 装配 应 力 
ocp=-80MPa, op=40MPa 
从 以 上 计算 结果 可 以 看 出 ， 制 造 误差 6/ 虽 很 小 ， 但 装配 后 却 要 引起 相当 大 的 初 应 力 。 
杆 的 应 力 是 初 应 力 再 与 工作 时 外 载荷 引起 的 应 力 相 厂 加 。 因 此 ， 闭 配 应 力 的 存在 对 于 结构 往 
往 是 不 利 的 ， 工 程 中 常 要 求 加 工 构件 时 要 保证 足够 的 加 工 精度 ， 来 降低 有 害 的 装配 应 力 。 
但 事物 都 是 一 分 为 二 的 ， 装 配 应 力也 有 有 用 的 一 面 ， 机 械 上 的 过 盘 配 合 就 是 利用 装配 应 
力 的 一 个 例证 。 


构件 受 惯性 力作 用 时 的 应 力 计算 














前 面 讨论 的 轴 辣 拉 压 丁 的 内 为 、 应 力 和 变形 ， 虱 是 构件 在 静 载 集 作 用 下 的 问题 。 但 在 工 
程 实际 中 ， 有 些 构件 ， 例 如， 高 速 旋转 和 加 速 运动 的 构件 ,构件 内 各 质点 的 加 速度 很 大 ,不 
能 忽略 ， 它 们 是 在 惯性 力作 用 下 ， 即 藉 受 动 载 千 。 在 动 载 何 作用 下 ， 构 件 内 的 应 力 称 为 动 应 
力 ， 对 这 类 问题 可 用 下 面 介绍 的 动静 法 来 解决 。 

达 明 贝尔 原理 指出 ， 对 作 加 速 运动 的 质点 系 ， 如 假想 地 在 每 一 质点 上 加 上 惯性 力 ， 则 质 
太 系 上 的 原 力 系 与 惯性 力 系 组 成 平衡 力 系 。 这 样 ， 就 可 把 动力 学 问题 在 形式 上 作为 静 力 和 学问 
厦 来 处 理 ， 这 就 是 动静 法 。 于 是 ， 以 前 关于 内 力 、 应 力 和 妄 形 的 计算 方法 ,就 可 以 下 接应 用 
于 惯性 力作 用 下 的 杆 件 。 


5.6.1 构件 作 色 加 速 直线 运动 时 的 应 力 























图 5-17a Агул, 长 为 1、 横 截面 面积 为 4 的 等 下 杆 ， 在 窑 引 力作 用 下 ， 在 水 平面 内 以 
加 速度 a 向 右 作 匀 加 速 直线 运动 。 符 材料 的 单位 体积 质 
ip, 不 计 杆 与 水 平面 的 摩擦 力 ， 试 求 杆 的 动 应 力 。 

杆 内 各 质点 的 加 速度 均 为 a， 故 惯性 力 在 杆 内 均匀 
分 布 。 用 惯性 力 的 线 分 布 集 度 q 来 表示 其 大 小 ， 并 作 
用 在 杆 轴线 上 ， 则 有 




















qa =рАа 
将 惯性 力 gy 加 在 杆 上 ， 方 回 与 加 速度 方向 相反 。 这 样 ， Ы) 
惯性 力 q 与 作用 于 杆 的 牵引 力 下 组 成 平衡 力 系 (图 а, 
5-17Ь). O 7 
用 截面 法 求 得 内 力 (图 5-170) u 
ЖЕ =0， Fy “qaz = 0 c) 


Fy =9ax=pAax 图 5-17 





第 5 章 Wati 一 


1 








横 截 面 上 动 应 力 
Fy, 
С а À = рах 
轴 力 沿 丁 轴线 按 线性 规律 变化 。 最 大 动 应 力 发 生 在 杆 的 右 端 面 上 ， 其 值 为 
О dmax =pal 





例 5-6 起 重 机 以 加 速度 4 27) PEE, WK 5-18a 所 示 。 CEM: EWEEN W, 
帅 索 的 横 截 面 面 积 为 4， 吊 索 材 料 的 单位 体积 {Ж 
质量 为 p， 起 吊 重 物 时 吊 索 的 瞬时 长 度 为 L дА 
试 求 吊 索 中 的 动 应 力 。 
解 : 作用 在 吊 索 上 的 重力 集 度 
qs =pgA 
作用 在 吊 索 上 的 惯性 力 集 度 
qı =рАа 


作用 在 重 物 上 的 惯 UEDA a, 连同 重 物 


的 重量 W 一 同 加 在 吊 索 上 ， Бинка. 
由 保留 部 分 的 平衡 条 件 УЕ = 0, 19 




















W 
Fy, = (W + Ža] = (pg + pAa)x =0 


a 
Fy, = |1 +=) (W +рАдх) 


IP, (W+pAgx) 为 a=0 Вт 2 x ТАТ ЕВУ 77, MRE RAJ, U Ку 表示 ， 则 





该 截面 上 的 动 应 力 为 


P, o = ари, 为 静 载荷 下 〈 即 加 速度 a= 0 时 ) 的 应 力 。 
人 
ей е (5-8) 
则 
Са = kas, 


PE ka 2J 248 [5] 23 Ç 
最 大 动 应 力 发 生 在 是 过 的 上 端 ， 即 х= Е, HAN 
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a W 
С max =| l +— + 
8 


动 应 力 沿 吊 索 轴线 线性 分 布 ， 如 图 5-18c 所 示 。 


5.6.2 构件 作 匀 速 转动 时 的 动 应 力 








上 述 关 于 作 勾 加 速 二 线 运 动 构件 的 动 应 力 计 算 方 法 ， 也 适用 于 构件 作 勺 角 速 转动 时 的 动 
力 应 计算 。 作 匀 角 速 转动 时 ,构件 内 各 质点 具有 问心 加 速度 ， 因 而 要 承受 离心 惯性 力作 用 。 














例 5-7 — ÉB FF26 ЕШ O (ЗЕЕ РАС) 作 义 角 速 转动 ， 如 图 5-19a 所 示 。 已 知 : 
角速度 为 a， 杆 件 横 截面 面积 为 人 4， 材料 的 单位 体积 质量 为 p， 弹 性 模 量 为 k。 求 杆 内 最 大 
动 应 力 、 杆 的 总 伸 长 量 和 变形 能 。 





b) 


图 5-19 


МЕ. 由 于 杆 内 各 点 到 转轴 0 的 距离 不 同 ， 因 而 有 不 同 的 向 心 加 速度 。 对 距 杆 右 端 为 8 的 
横 面 上 各 点 的 向 心 加 速度 为 








a, =0°(l - ё) 





该 处 惯性 力 集 度 为 
q (£) = рАо? (1 — ё) 
取 微 段 4dE， 此 微 段 上 的 惯性 力 为 
dF, = q (£)dé = рАв?(1 - £) dé 
计算 距 杆 右 端 为 x 处 截面 上 的 内 力 ， 将 杆 沿 x 截面 截 开 ， 保 留 右 半 部 分 。 保 留 部 分 作用 着 轴 
力 Fy, (х) 和 集 度 为 gu (£) 的 离心 惯性 力 (图 5-19b)。 由 平衡 条 A E EF. = 0 得 


Fy (x) = E - £) d£ 
0 
由 此 得 出 


2 
Fy (х) = рле = 5 
最 大 轴 力 发 生 x=! 处 


рАв°Ї? 








最 大 动 应 力 为 











应 用 式 (5-4), = (5-6) 计算 杆 的 总 伸 长 量 和 变形 能 分 别 为 











l l 
Fy (х) ах 2 2 205 р 213 
м = |е, -| иа 2010 

А ЕА | Е 2 h \2 6 ЗЕ 

Г СА) 

А =| dx 
o 2ЕА 
AORE х^}? 
, P Ао (6-5 PAo 
= — dx = 
0 2ЕА 15Е 


Ө- = 


5-1 试 求 习 题 5-1 图 所 示 各 杆 1-1、2-2、3-3 截面 上 的 轴 力 。 





习题 5-1 图 


5-2 一 等 直 杆 的 横 截 面 面 积 为 4， 材 料 的 单位 体积 质量 为 p， 受 力 
如 习题 5-2 图 所 示 。 若 Е= 10pga4， 试 考虑 杆 的 自重 时 绘 出 杆 的 轴 力 图 。 

5-3 习题 5-3 图 所 示 边 长 a = 10mm 的 正方 形 截面 杆 ，CD БЕ} Я. 
宽度 а= 4mm， 试 求 杆 的 最 大 拉 应 力 和 压 应 力 。 已 知 Е = 1kN，F = 
1.5kN，F =2kN。 

5-4 ЖЛЕ RE BL. je EFF АВ 为 无 颖 钢管 ， 横 截面 尺寸 如 习题 5-4 
图 所 示 。 钢 丝 强 CB 的 横 截 面 面 积 为 10mm”。 试 求 起 重 杆 AB 和 钢丝 强 
CB 横 截 面 上 正 应 力 。 

5-5 习题 5-5 Eg Br zS FF Er SZ B inj r Jj =10kN， 杆 的 横 截 面 面 积 4 = 
100mm”。 以 a R RHR II 1 Bš R I| НУ, ЖК a = 0°, 30°, 45°, 
60"、90?" 时 各 和 斜 截面 上 的 正 应 力 和 切 应 力 。 

5-6 ” 变 截 面 杆 所 受 外 力 如 习题 5-6 图 所 示 。 两 段 截面 直径 分 别 为 








меё ж H 





а, =40mm, d, =20mm， 已 知 此 杆 的 rr ，=40MPa。 试 求 外 力 正 的 大 小 。 习题 5-2 图 
5-7 习题 5-7 图 所 示 内 径 4d=500mm、 壁 厚 6= 5mm 的 薄 壁 圆 和 位 ， 受 压强 p=2MPa 的 均匀 内 压力 作用 。 





试 求 圆 简 过 直径 的 纵向 截面 上 的 拉 应 力 。 
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习题 5-3 图 习题 5-4 图 
Q 
mmm V- 
习题 5-5 图 习题 5-6 图 


ул 


习题 5-7 图 


5-8 在 习题 5-8 图 所 示 结 构 中 ， 钢 拉杆 BC 的 直径 为 10mm， 试 求 此 杆 的 应 力 。 由 BC 连接 的 1 和 2 两 
部 分 可 视 为 刚体 。 


3m 1.5m 1.5m 





习题 5-8 А 
5-9 同一 根 杆 ， 两 端 外 力作 用 的 方式 不 同 ， 如 习题 5-9 图 中 a、b、c 所 示 。 试 问 截面 1-1.2-2 的 应 力 分 
布 情况 是 否 相 同 ? 为 什么 ? 
5-10 等 直 杆 所 受 的 外 力 如 习题 5-10 图 所 示 。 杆 的 横 截 面 面 积 4 和 材料 的 弹性 模 量 及 1!、F 均 已 知 ， 
试 求 杆 自由 端 B 的 位 移 。 
5-11 长 为 1 的 变 截 面 杆 ， 如 习题 5-11 图 所 示 。 左 右 两 端的 直径 分 别 为 di、d,;， 杆 只 在 两 端 作用 着 轴 





第 S 章 Hati 4 
向 拉力 F， 材 料 的 弹性 模 量 为 hk， 试 求 杆 的 总 伸 长 。 


5-12 JW 5-12 图 所 示 结 构 ，4B HALEF, АС, BD 杆 材 料 相 同 记 = 200GPa,， 模 截面 面积 名 为 4 = 
lem’, Jj F=20kN, Ж АС, BD 杆 的 应 力 及 力 的 作用 点 G 的 位 移 。 


l 2 

"| — = 
1 2 
а) 
1 2 

аи ———— ша 
l 2 


b) 

1 2 
——- 

1 2 

с) 


习题 5-9 图 





习题 5-10 图 习题 5-11 图 


5-13 习题 5-13 图 所 示 杆 ， 全 杆 目 重 w=20kN， 材料 的 弹性 模 量 =50GPa, 已 知 杆 的 村 截面 面积 A = 
lcm ， 杆 长 1=2m， 力 下 =20kN， 计 算 在 自重 和 载荷 作用 下 杆 的 变形 。 

5-14 习题 5-14 图 所 示 结 构 中 ，1、2 两 杆 的 直径 分 别 为 10mm 和 20mm, Æ АВ, BC 两 横 杆 缘 为 刚性 
杆 ， 试 求 1、2 杆 内 的 应 力 。 

5-15 三脚架 如 习题 5-15 KIR. PHT AB 由 两 根 80mmx80mmx7mm 等 边 角 钢 组 成 ， 杆 长 1= 2, 
FF AC 由 两 根 10 号 槽 钢 组 成 ， 材 料 均 为 Q235 钢 ， 弹 性 模 量 天 =200CPa，aw=30"， 力 =130kN。 求 节点 4 的 
位 移 〈 角 钢 与 槽 钢 截 面 太 寸 查阅 附录 B), 








习题 5-12 图 习题 5-13 图 
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习题 5-14 图 习题 5-15 图 


5-16 ”如 习题 5-16 图 所 示 ， 打 入 黏土 的 木 桩 长 1= 12m， 上 端 荷 载 1= 420kN， 设 载荷 全 由 摩擦 力 承担 ， 
且 沿 木 桩 单位 长 度 的 摩擦 力 f 按 抛物 线 f= Ky2 变化, K 是 常数 。 木 桩 的 模 截 面 面 积 4=640cm”*， 弹性 模 量 
Е= 10CPa， 试 确定 第 数 开 ， 并 求 木 桩 的 缩短 量 。 

5-17 等 直 杆 所 受 外 力 及 几何 尺寸 如 习题 5-17 图 所 示 。 杆 的 横 截 面 面 积 为 4， 两 端 固定 。 求 杆 的 最 大 








拉 应 力 和 最 大 压 应 力 。 
F 
y 
ММ! 
~ | f JE 
М 
КА! 
Ў 
习题 5-16 图 习题 5-17 图 


5-18 习题 5-18 图 所 示 结 构 ，4B 为 刚性 横梁 ，1、2 两 杆 材 料 相 同 ， 横 截面 面积 皆 为 4=300mm”。 载 答 
F=50kN, + 1. 2 杆 横 截面 的 应 力 。 

5-19 习题 5-19 图 所 示 平 行 杆 系 1. 2. 3, Жтт Ж ИЕ? 4B。 在 横梁 上 作用 着 载 集 TI， 三 杆 的 横 截 
面 面 积 4、 长 度 1、 弹 性 模 量 E 均 相同 。 试 求 各 杆 横 截面 的 应 力 。 











习题 5-18 图 习题 5-19 图 
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5-20 习题 5-20 K тл, FF 1. 2, 3 分 别 用 铸铁 、 铜 和 钢 制 成 ， 弹 性 模 量 分 别 为 E, = 
160GPa、E, = 100СРа, Е, = 200GPa， 横 截面 面积 А, =A, =4; = 100mm2*。 载 荷 下 =20kN。 试 求 各 杆 横 截面 的 


应 力 。 
5-21 习题 5-21 网 所 示 结 构 ， 各 杆 的 模 截 面 面 积 、 长 度 、 弹 性 模 量 均 相 同 ӘЛА. Г. E, ЖАА 


Ak Зе aB R F ТЕН» АСТ SA A 的 铅 垂 位 移 。 











习题 5-20 图 习题 5-21 图 
5-22 埋 入 合成 树脂 的 玻璃 纤维 如 习题 5-22 图 所 示 。 求 温度 从 -10% 升 至 30 时 在 玻璃 纤维 中 产生 的 
拉 应 力 。 已 知 升温 时 玻璃 纤维 与 合成 树脂 完全 密 接 。 玻 璃 纤维 及 合成 树脂 的 横 和 截面 面积 分 别 为 4 及 504, 
线 膨胀 系数 分 别 为 8x10 (1/°С) 及 20x10 (1⁄% ) ， 弹 性 模 量 分 别 为 70GPa 及 4GPa。 
5-23 ”习题 5-23 图 所 示 结 构 中 的 三 角形 板 可 视 为 刚性 板 。1 FF ОР) 材料 为 钢 、2 杆 〈 竖 杆 ) 材料 
为 铜 ， 两 杆 的 横 截 面 面 积分 别 为 4,=10cm?，A,=20cm”*， 当 =200kN， 温度 升 高 20%, + 1. 2 杆 横 截面 
的 应 力 。( 钢 、 铜 材料 的 弹性 模 量 与 线 膨胀 系数 分 别 为 Eh, =200СРа, ао = 12. 5х107° (1/°С); E,=100GPa, 


а= 16х107° (1/°%C ) ) 。 











玻璃 纤维 合成 树脂 





习题 5-22 图 习题 5-23 图 

5-24 一 刚性 梁 放 在 三 根 混凝土 支柱 上 如 习题 5-24 图 所 示 。 各 支柱 的 横 截 面 面 积 丝 为 400cm?， 弹 性 模 
量 缘 为 14CPa。 未 加 载荷 时 ， 中 间 文 柱 与 刚性 深 之 间 有 5= 1. 5mm 的 空 际 。 试 求 当 载 集 =720kN 时 各 支柱 
内 的 应 力 。 

5-25 习题 5-25 图 所 示 检 架 结构 ， 由 于 制造 误差 使 BC 杆 比 原 设 计 短 了 6， 试 求 装配 后 各 杆 的 应 力 。 已 
知 各 杆 的 弹性 模 量 、 模 截面 面积 均 相 同 。AB=AD=AE=1。 

5-26 ”习题 5-26 图 中 杆 ОАВ 可 视 为 不 计 日 重 的 刚体 。AC 与 BD 两 杆 材 料 、 横 截面 面积 均 相 同 ,，E 为 弹 
HERE, а 为 线 膨 胀 系数 ， 试 求 当 温度 均匀 升 高 АТ°СЕ], 杆 4C 和 BD 内 的 温度 应 力 。 

5-27 习题 5-27 图 所 示 长 为 1、 横 截面 面积 为 4 的 匀 质 等 截面 杆 ， 两 端 分 别 受 FI 和 F, 作用 (F <F,). 
试 确定 杆 的 正 应 力 沿 长 度 的 变化 关系 (不 计 摩 擦 ) 。 
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3.5m 





"= эмы 习题 5-25 图 





习题 5-27 图 


习题 5-26 图 





5-28 平均 直径 为 D АНЕ А, ОЈ a 26 B PF [И] Ds H. a EL J [3] 38 E Iñ] 5) + ЙЫ l 
的 单位 体积 质量 为 p， 弹 性 模 量 为 hk， 试 求 圆 环 的 动 应 力 及 平均 直径 D 的 改变 量 。 

5-29 习题 5-29 图 所 示 重 W 的 钢 球 闭 在 长 为 /的 转 臂 的 端 部 ， 以 等 角速度 o 在 光滑 水 平面 上 绕 O 旋 
转 。 奉 转 辟 的 抗 拉 刚 度 为 E4， 试 求 转 臂 的 总 伸 长 〈 不 计 转 臂 的 质量 ) 。 








习题 5-29 图 
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扭转 


当 杆 件 承 受 着 绕 其 轴线 的 外 力 偶 时 ， 则 杆 件 横 截 面 上 将 只 有 扭矩 这 一 个 内 力 分 量 ， 杆 件 
各 横 截 面 要 发 生 绕 轴线 相对 转动 的 变形 ， 称 为 扭转 。 发 生 扭 转变 形 的 杆 件 称 为 轴 。 本 章 主 要 
讨论 圆 轴 扭 转 时 应 力 与 变形 ， 简 单 介绍 非 圆 截面 杆 以 及 薄 壁 截面 杆 的 扭转 。 


IPE] 扭转 杆 件 的 内 力 


工程 中 有 许多 发 生 扭 转变 形 的 杆 件 。 例 如 ， 机 床 主轴 ， 各 种 机 械 中 的 转动 轴 ， 等 等 。 这 
些 杆 件 所 承受 的 外 力 或 其 合力 均 是 绕 轴 线 的 外 力 偶 ， 杆 件 各 村 截面 要 发 生 绕 轴线 相对 转动 的 
变形 (例如 图 6-1a 中 0, 模 截 面相 对 О, 面 转 过 一 0 角度) ， 称 为 扭转 。 发 生 扭转 变形 的 杆 件 
КУАН. 








а) b) 
É] 6-1 

以 图 6-la 所 示 的 扭转 杆 件 为 例 ， 用 截面 法 可 求 得 | 
uR па яяя гаден, ди О), 
为 7=M (图 6-1Ь). ©) 

H 2.11 51 JJ WJ Е, +H kB BJ iF (ñ 5 4 
6-2 所 示 。 正 的 扭矩 和 矩 矢 背 回 截面 ; AA BJ lH E kB KR H рА 
ЖЩ o 

Т КЕННЕ K ЛУ, SE J ЙИ 68 181 [|] — [| 
2% 191 R BJ ЭБ 2F JJ 8 E Н ЛШ ЖЕ 。 











例 6-1 传动 轴 如 图 6-3a 所 示 ， 转速 n=300r/min ( 转 每 分 ) ， 主 动 轮 4 输入 功率 P = 
22. 1kW， 从 动 轮 B、C 输出 功率 分 别 为 Py=14.8kW、P_.=7.3kW。 试 求 : 
(1) 作用 在 轴 上 的 外 力 偶 矩 。 
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(2) 村 截面 上 的 扭矩 。 

МЕ. (1) EHEHE Ih AE 

在 工程 实际 中 ， 对 于 传动 轴 等 转动 构件 ， 通常 只 知道 其 转速 与 所 传递 的 功 座 。 因 而 ,和 需 
根据 转速 与 功率 计算 轴 所 承受 的 外 力 偶 窍 。 

如 有 果 功 紊 以 W( 瓦 ) 为 单位 时 符号 为 忆 ， 而 以 kW (TP K) 为 单位 时 符号 为 P ; 转速 
以 rad/s (弧度 每 秒 ) 为 单位 时 符号 为 w， 而 以 r/min ( 转 每 分 ) 为 单位 时 符号 为 n; WMA 





` 
M В 
о һо алу 2 
K — 全 ==+= = 
С S B Me A Мм 
А b) 
a) 
471N-m 
L P 
“тг X 
Mp 232N .m 
图 6-3 
Р=1000Р, 
П, rT 
四 =2T 一 = 一 一 
6) 30 


MADRI JJ BE (单位 为 N. m) 的 数值 为 
Р 1000P, 3х10* P, 





о Tn/30 т n 
这 可 作为 一 个 公式 使 用 。 
因此 ， 作 用 在 轴 上 的 外 态 偶 和 矩 (图 6-3b) 为 








3x104 P, 219 а 
М, = e — 一 U 


т 300 


N: m=703N - m 


Пт n 


№: m=47IN -m 








3х10* P, |219 з 
Мь= e — Z X —— 
т 300 


Пт n 
M =M, ,-M,=(703-471)N · m=232N · m 

(2) HT Pr ha E Е НУН 
ОС 与 ВО, BREER HIE II 7 2 
СА 段 任 一 截面 (图 6-3c P I- IaM) 

> M, = 0, T, + М, = 0: fí% T, =- M. =- 2323 · т 
АВ 段 任 一 截面 (图 6-3d 中 开 - 工 截面 ) 

> M =0, -T,+M,=0: 解 得 7T, =M, =471N т 
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表示 扭矩 和 横 截面 位 置 之 间 关系 的 图 线 称 作 扭 矩 图 。 扭 矩 图 的 画 法 类 似 于 轴 力 图 ， 区 别 
在 于 纵 坐 标 表示 的 是 扭矩 而 不 是 轴 力 。 本 例题 的 扭矩 图 见 图 6-3e。 





ГУЛ азаа Еау 


6.2.1 微 段 的 静 力 平衡 方程 


从 扭转 变形 的 圆 轴 上 截取 长 为 dx 的 微 段 ， 由 6.1 贡 知 ， 横 截面 上 只 有 扭矩 了 一 个 内 力 
分 量 ， 该 扭矩 就 是 模 截 面 上 分 布 在 各 个 点 上 内 力 对 轴线 的 合力 矩 。 由 此 分 析 可 知 ， 圆 轴 扭 转 
时 模 截 面 上 只 有 切 应 力 ， 而 没有 正 应 力 。 为 方便 起 见 ， 采 用 柱 坐 标 系 ppx， 于 是 模 截 面 上 的 
WEIN Ta (B 6-4)。 

整个 圆 轴 是 平衡 的 ，dx 微 段 当然 也 平衡 ， 应 满 
足 静 力 平 衡 方程 SM,=0， 即 

| рт.„а -T=0 (a) 
т\н, А 为 村 截面 面积 。 

但 在 式 (а) 中 ， 切 应 力 r。 随 截面 上 各 个 点 的 
变化 规律 (或 函数 r (p. Ф) ) KREA, ME 
式 (а) 不 能 解 出 7,。。 这 就 是 说 ,， 分析、 求解 圆 轴 
扭转 时 的 应 力 ， 实 际 上 是 一 个 高 次 (无穷 次 ) ER 
定 问 题 。 为 此 ， 需 从 分 析 微 段 的 变形 协调 关系 来 建立 补充 方程 。 








6.2.2 几何 方程 


(1) 平面 假设 

假设 圆 轴 扭转 变形 后 ， 横 截面 仍 保持 为 平面 ， 且 其 形状 、 大 小 以 及 两 横 截 面 间距 离 均 不 
改变 。 换 言 之 ， 圆 轴 扭 转变 形 时 ， 各 横 截 面 如 同 刚性 平面 ， 仅 绕 轴 线 作 相对 转动 而 已 。 这 个 
平面 假设 正确 与 否 ， 可 简单 说 明 如 下 。 

图 6-5a 所 示 的 扭转 圆 轴 ， 其 结构 和 受 力 (在 圣 维 南 原理 的 意义 上 ) 均 反 对 称 于 4 截面 ， 
故 其 变形 和 与 А 截面 等 距离 的 任 一 对 模 截 面 (ТШ E e, f AR) 上 各 点 的 位 移 也 应 反 
对 称 于 4 截面。 然而 无 论 从 x 的 正方 向 ， 还 是 从 >x 的 负 方 回来 观察 该 圆 轴 的 变形 和 e、f 两 横 
截面 上 各 点 的 位 移 ， 得 到 的 结论 应 该 相同 。 这 就 要 求 变 形 后 4 截面 必须 保持 为 平面 。 现 假想 
在 4 截面 处 将 圆 轴 截 分 ， 人 研究 任 一 半 段 ， 例 如 右 半 段 (图 6-3b) 。 同 样 道理 ， 右 半 段 的 变形 
和 任 一 对 横 截 面 ( 壁 如 g、h 两 截面 ) 上 各 点 的 位 移 应 反对 称 于 p 截面 ,要求 p 截面 必须 保 
持 为 平面 。 如 此 反复 进行 下 去 ， 则 各 个 横 截 面 变 形 后 均 必须 保持 为 平面 。 

对 于 圆 截 面 杆 扭 转 ， 平 面 假设 完全 成 立 ， 已 被 理论 和 试验 所 证 明 。 

(2) 几何 方程 

现在 研究 dx 微 段 的 变形 。 网 6-6a 中 ， 根 据 平面 假设 ， 若 左 端 截面 O 固定 ， 则 右 端 截面 
O, 仍 为 平面 并 转 过 аф 6; 半径 线 O b 转 到 半径 线 0 处 ; O b REK f A ur ffl 由 的 方 回 
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图 6-6 


( 即 圆周 方向 ) 转 到 广 点 。 这 样 ， 原 来 距 轴 线 为 p， 垂 和 于 圆周 线 的 纵 回 线 ef 微 线段 ，】 


ffl p RAMET Yf, ZÆ WRK 6-6a、b 所 示 。 切 应 变 ye 就 是 过 e 点 的 微 元 体 两 条 校 边 


(ef 和 eg) 夹 角 的 改变 量 (图 6-6b) ,由 图 6-6b 所 示 的 小 变形 的 几何 关系 ， 可 得 几何 方程 


6.2.3 物理 方程 


由 于 圆 轴 扭 转 时 横 截 面 上 没有 正 应 力 。 这 样 ， 围 绕 e 点 取出 的 单元 体 为 纯 切 应 力 状态 ， 


如 图 6-6c РТК Ж 97 ЈАН yú z E 
7 中 — Су 








d 
ra = 6р0 (c) 
式 (e) 中 ,5 是 相距 为 单位 长 度 的 两 个 模 截 面相 对 在 过 的 角度 ， 称 为 单位 长 度 握 转 角 ， 与 





横 截 面 上 各 点 的 位 置 没 有 任何 关系 ， 在 本 式 中 相当 于 第 数 。 这 样 ， 横 和 帘 面 上 切 应 力 re 是 
的 线性 函数 〈( 即 切 应 力 的 大 小 沿 径 回 p 按 线性 规律 分 布 ) Жуй] 由 的 方向 ， 如 图 
6-6d 所 示 。 


6.2.4 іа БУЛА 


联 立 式 (а) 和 式 (с), K4 
dọ T 


o o (6-1) 
dx GI, 
式 (6-1) 是 圆 轴 的 单位 长 度 扭 转角 公式 ， 它 表示 了 扭转 变形 的 程度 。 式 中 
= 2 
L, = fo dA (6-2) 


БШШ ЕЕ (TAAR A); C7, 为 抗 扭 刚度 。 
将 式 (6-1) 代入 式 (e) ， 得 圆 轴 扭转 横 截 面 切 应 力 公式 





T 
Тф = т? (6-3) 
由 式 (6-3) 可 知 ， 最 大 切 应 力 发 生 在 横 和 截面 外 圆周 的 各 个 点 上 (图 6-64) 
T Т 
Тфу = т max т ГЕ 
5 р р 
l 
W, = R (6-4) 


š А sp ужу y rap T Кз y ET T sa 
称 为 抗 扭 截面 系数 。 对 于 实心 圆 截 面 ，W.=D ;对 于 空心 圆规 面 , W =D O -at) o Ж 


16 
H, DAAMI, а 为 内 径 а MIE D 的 比值 ， a=。 
于 是 
T 
Tsp, = w (6-5) 


Н, 第 5 а Е НА ЛЕРИ EAAS, AEEA, ， 谈 者 可 依照 上 
面 的 方法 ， 目 行 推导 。 


例 6-2 例 6-1 所 示 的 传动 轴 (图 6-3) 。 
(1) 若 轴 是 实心 圆 轴 ， 其 直径 为 20mm 时 ， 求 整个 传动 轴 的 最 大 切 应 力 。 
(2) 知 轴 是 空心 圆 轴 ， 其 外 径 为 40mm， 内 径 为 20mm 时 ， 求 整个 传动 轴 最 大 切 应 力 和 
最 小 切 应 力 。 
解 ， 由 图 6-3e 所 示 的 扭矩 图 可 知 ， 最 大 扭矩 发 生 在 АВ 段 各 个 截面 上 ， 而 最 小 扭矩 发 生 
[а]: 





TÈ] 85 


[=] 


= 
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ТЕ СА 段 各 个 截面 上 。 
(1) 实心 圆 轴 
整个 传动 轴 的 最 大 切 应 力 应 该 在 48 段 各 横 截 面 的 圆周 各 个 点 上 ， 其 值 




















T, 471 
Tb I = Pa=300MPa 
t [х (20x]0 52 
16 
(2) 空心 圆 轴 
最 大 切 应 力 应 该 在 АВ Б Ж АЩ НУУ И ЛТ Е, ЖЇН 
l; 471 
ты. а= = Pa=40MPa 
t Ta (40x10-3)3x (1-0. 54) 





整个 传动 轴 的 最 小 切 应 力 发 生 在 CA 段 各 横 截 面 的 内 圆周 各 个 点 上 ， 其 值 


5 232х10х107° 
Se Pa=9.9MPa 
p zz” (40x10 ) x(1-0. 54) 


DJ 贺 轴 扭转 破坏 模式 的 分 析 


扭转 试验 表明 ， 对 于 像 低 碳 钢 这 类 塑性 材料 制 成 的 圆 轴 ， 沿 模 截 面 破坏 (图 6-7a); 而 
对 于 像 灰 锤 铁 这 类 脆性 材料 制 成 的 贺 轴 ， 沿 与 轴线 成 45° 的 蝶 旋 面 破 坏 (图 6-7b)， 现 在 来 


研究 这 两 种 破坏 模式 产生 的 原因 。 


masa ДА ПММ ‘6 у 


а) b) 








É 6-7 


从 圆 轴 表面 取 一 单元 体 (图 6-8a) ， 该 单元 体 表 面 上 的 应 力 如 图 6-8b 所 示 ， 为 纯 切 应 力 


由 2.5 人 六， 画 出 该 点 的 应 力 圆 如 图 6-8c 所 示 ， 根 据 应 力 圆 可 知 : 





a) b) 





Qa=45° 时 ， 正 应 力 最 大 ，o'=7,,， 为 拉 应 力 

=_45° 时 ， 正 应 力 最 大 ，0”=-7.，， 为 不 应 力 

a=0° 时 ， 切 应 力 最 大 ，7'= 

а= 90°, ДУЛ Лу, т"=-т,, 
最 大 拉 应 力 、 最 大 压 应 力 及 最 大 切 应 力 数值 均 相 等 。 

根据 以 上 分 析 得 出 结论 如 下 : 图 6-7a 所 示 的 塑性 材料 ( 低 碳 钢 ) ， 破 坏 发 生 在 最 大 切 应 
力 所 在 的 截面 (о = ОН ЯТ), ， 说 明 其 抗 剪 切 能 力 比 抗 拉 伸 能 力 弦 ; 图 6-7b 所 示 的 脆性 
材料 〈 灰 铸铁 ) ， 破 坏 发 生 在 最 大 拉 应 力 所 在 的 截面 (а= 45° КТА), ， 说 明 其 抗 拉 伟 能 力 
[ЕЛ УУ И] REJI ЯЯ o 


ИЙ 辐 轴 扭转 变形 与 变形 能 


6.4.1 圆 轴 扭转 变形 公式 


式 (6-1) 是 圆 轴 单 位 长 度 的 扭转 角 ， 要 计算 长 为 ! 的 圆 轴 的 扭转 角 p, n] A l qH rh 
截取 dx БЕ, MERIAN аф, M 


оа 
GI, 
整个 圆 轴 的 扭转 角 Ф 
I T 
=] db =] Gr (6-6) 
如 有 果 圆 轴 为 材料 均匀 的 每 下 贺 杆 ， 并 且 各 个 截面 扭矩 相等 ， 式 (6-6) 变 为 
(6-7) 
GI 


式 (6-6) 与 式 (6-7) 的 扭转 角 单 位 为 rado 
6.4.2 圆 轴 扭转 的 变形 能 
H K (4-20), ， 圆 轴 中 任 一 点 的 应 变 比 能 


2 


_ 1 o l Tgp 
“rr ` G 
取出 dx 5, RHEES EN dE, ， 则 


dE, ENA -人 ?rpdpj da (a) 


式 (a) 中 ， 取 做 面积 元 为 环形 面积 УУ,» 其 值 d4=2Tpdo。 
将 切 应 力 公 式 (6-3) RAR (а) 中 ， 得 微 段 的 变形 能 
Т? 
ЛАШ (Ь) 


于 是 ， 整 个 圆 轴 的 变形 能 
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Е, = f ag, = 7 dx (6-8) 
т i ЛШ ЇЇ ЖЕМ ДЕЛЛА У jl ЈАН S, GL ЧЫ ТУЖ, MU SK (6-8) 取得 最 人 简单 
形式 
Т | 


Е = 6-9 
_ 261, М 


016-3 对 于 例 6-1 的 传动 轴 ， 如 果 CA БЛП AB 段 的 长 度 均 为 1=200mm; #4 d= 
40mm， 且 材料 的 切 变 模 量 G= 80СРа, 6 B 截面 相对 C 截面 的 扭转 角 由 和 整个 传动 轴 的 

变形 能 。 

解 : 由 例 6-1 的 扭矩 图 知 ，C4 Б ТАЈНЕ Т. =-232N : m; AB 段 各 截面 的 扭矩 
Tip =471N + т, É В 截面 相对 C 截面 的 扭转 角 由 ,为 
А Tag! 

"С 


p 





Фвс = Фед + 中 45 = Tea tT) 
A 


200х107 
= ——x(—-232+471) 


| „т. (40х10?) 
ШЕЕ з0х10°х T 4010) 
32 


= 2. 38x10 rad 





Т? 1 Ea 
+ 
YAB 261, 261, а и 
200х107? 
- | x [(-232)?+471°] 
т. (40x10 2) J=1.37J 
280х102 


FE = Е yca tE AA 


y 





IJ 非 加 截面 杆 扭转 


6.5.1 自由 扭转 与 约束 扭转 


在 矩形 截面 等 下 杆 的 侧面 画 上 纵 癌 线 和 横向 线 ， 它们 组 成 许多 相同 的 矩形 格子 ， 然 后 在 
杆 的 两 端 施加 力 偶 使 其 扭转 ， 可 见 到 如 图 6-9 所 示 的 变形 : 纵向 线 都 倾斜 相同 的 角度 ， 横 问 
线 都 发 生 相 同形 状 的 弯曲 ， 在 同一 横 回 线 上 的 矩形 格子 变形 并 不 相同 。 

上 述 变形 模式 ， 对 于 其 他 种 非 圆 截面 等 下 杆 的 扭转 变形 ， 也 是 如 此 。 

从 横 回 线 的 弯曲 可 知 ， 非 圆规 面 杆 扭转 时 槛 截面 不 再 保持 为 平面 。 但 由 于 各 横 回 线 弯 曲 
形状 相同 ， 因 此 有 理由 认为 横 和 截面 互相 间 没 有 对 纵向 变形 的 约束 ， 即 横 截 面 上 没有 正 应 力 ， 
这 种 扭转 称 作 目 由 扭转 。 

如 采 革 个 或 茶 些 棋 截 面 的 纵 回 变形 受到 约束 ， 例 如 图 6-10 所 示 的 杆 ， 在 4 端 截面 变形 




















图 6-9 图 6-10 
受到 固定 端的 约束 ， 因 此 靠近 4 端 ， 各 横 和 截面 上 会 产生 正 应 力 。 像 这 样 ， 横 截面 之 间 有 纵 回 
变形 约束 的 扭转 称 为 约束 扭转 。 如 采 不 是 薄 壁 杆 ， 在 约束 扭转 时 ， 当 截面 离 约束 截面 较 远 
时 ,根据 圣 维 南 原 理 ， 材 截面 上 的 正 应 力 可 忽略 不 计 。 即 在 离 约 束 截 面 较 远 的 地 方 ， 可 近似 
认为 目 由 扭转 。 对 细 长 轴 ， 如 有 条 被 约束 截面 很 少 ， 那 么 绝 大 部 分 截面 都 可 认为 是 和 目 由 扭转 ， 


因此 本 书 只 讨论 自由 扭转 。 
6.5.2 和 矩形 截面 杆 的 自由 扭转 





和 矩形 截面 杆 自 由 扭转 时 ， 由 于 横 截 面 不 再 保持 为 平面 ， 平 面 假设 不 成 立 ， 因 此 不 能 用 圆 
轴 切 应 力 公 式 的 推导 方法 去 导出 矩形 截面 杆 扭 转 的 切 应 力 。 

如 图 6-9 所 示 ， 侧面 矩 形 格子 的 变形 ， 沿 模 癌 线 是 不 均匀 的 。 这 样 ， 横 截面 上 的 切 应 力 
沿 横 截 面 的 边界 是 变化 的 。 从 侧面 可 观察 到 矩形 格子 角 变 形 的 规律 是 : 在 棱 边 上 等 于 零 ; 越 
远离 棱 边 ， 角 变形 就 越 大 ; 且 在 横 截 面 的 周边 线 中 ， 长 边 中 点 处 最 大 。 由 此 ， 可 以 推 知 ， 在 
矩形 截面 的 周边 线 上 ， 切 应 力 方向 与 周边 相 切 ; 四 个 角 点 处 切 应 力 等 于 去 ; 在 周边 线 的 中 点 
处 ， 切 应 力 极 大 ， 且 在 长 边 中 点 处 切 应 力 最 大 。 

弹性 力学 的 分 析 结 末 表 明 ， 和 矩形 截面 长 边 中 点 的 切 应 力 是 整个 截面 上 的 最 大 切 应 力 。 长 
边 和 短 边 上 切 应 力 的 分 布 规 律 如 网 6-11a 所 示 ， 并 且 








a) b) 
图 6-11 
и (6-10) 
Ymax hb? 


u J P A НИЛ JJ 
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"qas UN (6-11) 
相距 为 1 的 两 横 截面 的 相对 扭转 角 
a (6-12) 
GBhb’ 


式 (6-10)~ 式 (6-12) 中 ,a、B、y 是 与 hb 有 关 的 系数 ( 见 表 6-1)， 可 查 表 得 到 。 
22 АБ ЗЕТА ТАЕ, 已 从 理论 和 实验 上 解决 了 横 截 面 上 切 应 力 的 求解 问题 。 例 如 ， 柱 
HREF, SAER., HERET, TE, 
表 6-1 ЖМЕНЮ о, В. у 


a 0. 208 0.219 0. 231 0. 246 0. 258 0. 267 0. 282 0. 299 0. 307 0.313 0. 333 


B | 0.141 | 0.166 | 0.196 | 0.229 | 0.249 | 0.263 | 0.281 | 0.299 | 0.307 | 0.313 | 0.333 
y | 1.000 | 0.930 | 0.858 | 0.796 | 0.767 | 0.753 | 0.745 | 0.743 | 0.743 | 0.743 | 0.743 

XF {> ЗЕ [Йй] ШЕН ВН, ЖОШ Е ве ЈУ Л — ЕДЕ Е А ТАЈА] 00 5 Е S JÉ 1» 
(参见 附录 A) 最 近 的 点 处 。 例 如 ， 图 6-12 中 的 点 4 等 。 但 这 个 规律 应 用 于 空心 非 圆 截面 村 























时 常 导 致 错误 。 
Zx Фф: 
C 
图 6-12 
1 
对 于 狭长 矩形 截面 ， 即 5<h (E| 6-11b) В, AX 6-1 可 知 ， а=В=—, 因此 

3T 

C pra: (6-13) 
ЗТІ 

= 6-14 

ф ЕТ ( ) 


该 截面 上 切 应 力 分 布 规律 如 图 6-11b 所 示 。 


DJ 薄 壁 杆 的 自由 扭转 ялж 


6.6.1 ЖОЕ ТАЈА НЯ 


ПЛЕ АЧА ЈЕ 6 远 小 于 横 截面 的 最 大 尺寸 ， 则 叫 作 薄 壁 杆 。 如 采 薄 壁 杆 模 截面 为 单 连 通 
域 ， 则 称 作 开口 薄 壁 杆 。 对 模 钢 、 工 字 钢 等 开口 薄 壁 杆 ， 横 截面 可 看 作 由 大 二 个 狭长 矩形 组 
成 (图 6-13)， 即 把 开口 薄 壁 杆 看 作 右 干 狭长 矩形 稚 面 杆 拼 接 而 成 。 

在 小 变形 条 件 下 ， 可 认为 莉 壁 杆 扭转 时 横 帘 面 轮廓 不 变 ， 因 此 每 一 个 狭长 矩形 的 扭转 角 











都 相同 。 对 于 第 ;个 狭长 矩形 ， 由 式 (6-14) 有 





37 7 





ChS (i=1, 2, с, n) (6-15) 


式 (6-15) 中 ,9 为 开口 注 壁 杆 的 扭转 角 ，7, 为 作用 在 
第 ;个 狭长 矩形 面 上 的 扭矩 。 
利用 合 比 定理 ， 有 


> 3T ЗТ] ТІ 
= = (6-16) 


So GY h CI 











AH 





> hô; 
J. 
3 
每 一 狭长 矩形 上 的 最 大 切 应 力 可 按 式 (6-13) 来 计算 。 
3T, 


(6-17) 


将 式 (6-15) 得 到 的 7 代入 上 式 ， 得 








将 式 (6-16) 中 的 由 代入 上 式 ， 得 
TS. 
(т): (6-18) 


t 


因此 ， 开 口 注 壁 杆 模 截面 最 大 切 应 力 在 最 厚 部 分 狭 矩 形 长 边 的 中 点 处 ， 其 值 





Toa = (6-19) 





HJ 71йт ЖТ] УЛ ЖБИ “їй”, ШШЕ 6-13 所 示 。 
对 于 开口 薄 壁 杆 ， 若 横 截 面 有 如 图 6-14 所 示 的 曲 边 у 
狭 和 矩形 部 分 〈 其 中 线 长 为 *) ， 则 可 把 它 当 作 边 长 为 * 和 6 
的 狭长 矩形 来 计算 。 这 样 所 得 的 最 大 切 应 力 的 误差 不 会 
K. 


6.6.2 闭口 薄 壁 杆 的 自由 扭转 KI 6-14 


ЖА ПШ у 2 ЕЛЕ Б ПУТ АЕ ТЕК ЭИ] O EEATT o АП АП И 6-15 所 示 的 薄 壁 杆 。 这 
E DE ЖК ЛАШ у 6: ñj Н ЖЛ > BJ B] H Wë hé FFBJ A BHF, ЗП, ЖЕЛИП ЖИ 6-15a 所 
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示 的 薄 壁 杆 。 由 于 杆 壁 很 注 ， 可 认为 切 应 力 沿 厚 度 方 丫 均 匀 分 布 并 平行 于 截面 中 线 的 切线 。 
假想 用 纵 、 横 截面 从 扭转 薄 辟 杆 上 取出 一 分 离 体 (图 6-16)， 由 分 离 体 沿 纵 向 (x 方 
回 ) 应 平衡 和 切 应 力 互 等 定理 ， 可 得 





Bp 


| Tu01 T,Ó 

u= X L Н ТЕ ВЕ ЖАТ ТЕ 017 а, DJ JJ 7 与 壁 厚 6 的 乘积 保持 为 
EE 

设 

TÓ = q ( 6-20) 

称 q 为 筋 力 流 。 在 横 截 面 上 剪 力 流 的 值 为 常数。 

在 横 截 面 的 图 面 内 取 任 一 点 О (图 6-17) ， 计 算 切 应 力 对 点 0 
HJE, MBA 














图 6-17 
ф hrôds -T 

即 

af hds = Т (6-21) 
而 hds/2 为 ds 所 对 扇形 区 的 面积 do (图 6-17 中 阴影 部 分 面积 ) ， 因 此 

фһаз = (6-22) 
式 (6-22) 中 ，o 0 H P -Ù Zk r E Ж Ж ЧАЯ. 

由 式 (6-20), = (6-21) 和 式 (6-22), 19 
Е: (6-23 
ar — 
模 截 面 上 最 大 的 切 应 力 在 壁 厚 6 最 小 处 ， 即 
T 
Tmax уу (6-24) 


由 式 (6-23) PJAN, 扭转 时 的 应 变 能 密度 为 








т _ Т? 
° 2С 8Go282 
整个 杆 的 变形 能 为 
Т°{ r ds 
E, = If eôds = 0 ~ 
$ S Со $ © 


H TEE ВЕЗЕ РУКИ М 在 扭转 角 由 上 所 做 的 功 ， 因 此 
1 T?L f ds 
M — 





H РУКЕ ЕЕЕ АО РУ а, Т=М, WEMA ERS] 
ТІ 45 
7 462. 8 
式 (6-25) 为 闭口 注 壁 杆 的 扭转 角 公 式 。 
本 节 推 导出 的 薄 壁 杆 件 最 大 切 应 力 公 式 (6-19) 和 式 (6-24), 计算 精确 度 较 差 。 实 际 
上 ， 注 壁 杆 模 截 面 的 内 四角 处 往往 因应 力 集中 而 有 最 大 切 应 力 ， 并 且 比 式 (6-19) 和 了 式 


(6-24) 的 计算 值 大 许多 。 
Ө = 





(6-25) 





6-1 作 习 题 6-1 图 所 示 各 杆 的 扭矩 图 。 





60kN •т 30kN .m 
a) b) c) 


习题 6-1 图 


6-2 ”如 习题 6-2 图 所 示 ， 轴 的 转速 为 430rxmin， 最 大 切 应 力 为 44MPa， 试 求 轴 传 递 的 功率 。 


Ф100 


2120 


习题 6-2 图 


6-3 画 出 习题 6-3 图 所 示 各 杆 横 截面 上 的 切 应 力 分 布 图 。 


a) b) с) 


习题 6-3 图 
6-4 直径 50mm ЙН, {НЕ 2. 15kN · m， 求 在 距离 横 和 截面 中 心 10mm 处 的 切 应 力 ， 并 求 横 和 截面 上 最 
大 切 应 力 。 
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6-5 习题 6-5 图 所 示 实 心 轴 和 空心 轴 通 过 牙 般 式 离合 右 连 接 在 一 起 ,已 知 轴 的 转速 n=100r/min， 传 递 
功率 P=7.5kW， 最 大 切 应 力 为 40MPa， 试 选择 实心 轴 和 直径 d, 和 内 外 径 之 比 为 1/2 的 空心 轴 外 径 D,。 





习题 6-5 图 
6-6 习题 6-6 图 所 示 用 横 截 面 ABE, CDF 和 包含 轴线 的 纵向 面 ABCD МЗ (Ёа) 中 截 出 一 部 
分 如 图 b 所 示 ， 根 据 切 应 力 互 等 定理 ， 纵 向 截面 上 的 切 应 力 7' 将 产生 一 个 力 偶 和 矩 ， 试 问 这 个 力 偶 矩 与 这 
截 出 部 分 上 的 哪个 力 偶 窍 平衡? 











习题 6-6 图 
6-7 直径 50mm 的 钢 圆 轴 ， 其 模 截 面 上 的 扭矩 7=1.5kN. m， 求 模 截 面 上 的 最 大 切 应 力 。 
| 6-8 圆 轴 的 直径 4= 50mm， 转 速 为 120r/min， 若 该 轴 横 截面 上 的 最 大 切 应 力 等 于 60MPa， 问 所 传递 的 
u= 功率 是 多 少 kW? 

6-9 习题 6-9 图 所 示 圆 轴 的 粗 段 外 径 为 100mm， 内 径 为 
80mm， 细 段 直径 为 80mm， 在 轮 4 处 由 电动 机 带动 ， 输 入 功 
率 Р, = 1500, Æ B. C 处 分 别 负载 P,=75kW、Ps=75kW， 习题 ”6.9 图 
已 知 轴 的 转速 为 300r/ min。 

(1) ЕНШЕ НЕ; (2) 求 该 空心 轴 及 实心 轴 的 最 大 切 应 力 。 

6-10 习题 6-10 图 所 示 一 直径 为 4d=50mm 的 圆 轴 ， 其 两 端 受 力矩 大 小 为 kN .mm 的 外 力 偶 作用 而 发 生 
扭转 ， 轴 材料 的 切 变 模 量 G= 8x10 MPa。 试 求 : (1) 横 截面 上 p,=4d/4 处 的 切 
应 力 和 切 应 变 ; (2) 最 大 切 应 力 和 单位 长 度 扭转 角 。 

611 材料 相同 的 一 根 空心 加 轴 和 一 根 实心 圆 轴 。 它 们 的 横 截 面 面 积 术 
同 、 扭 矩 相同 。 试 分 别 比较 这 两 根 轴 的 最 大 切 应 力 和 单位 长 度 扭 转角 。 

6-12 ”一 电动 机 轴 的 直径 d=40mm， 转 速 m= 1400rmin， 功 率 为 30kW， 切 
变 模 量 C=8x10 MPa。 试 求 此 轴 的 最 大 切 应 力 和 单位 长 度 扭转 角 。 

6-13 ”空心 圆 轴 的 外 径 D=100mm， 内 径 d= 50mm, 已 知 间距 为 上 =2.7m 
的 两 横 截 面 的 相对 扭转 角 由 =1.8"， 材 料 的 切 变 模 量 G=80GPa, Ж. (1) 轴 内 
最 大 切 应 力 ; (2) 当 轴 以 n= 80r/min 的 速度 旋转 时 ， 轴 传递 的 功率 。 

6-14 习题 6-14 图 所 示 全 长 为 L， 两 端面 直径 分 别 为 di d, 的 圆锥 形 杆 ， 其 两 端 各 受 一 窍 为 М 的 转 问 


相反 的 集中 力 偶 作用 ， 试 求 杆 的 总 扭转 角 。 
1 ъз — ы 
ЕЕ Э 











习题 6-10 图 








M 
ç ` 





习题 6-14 图 
6-15 一 根 轴 转速 360rxmin， 传 递 功 率 150kW, 0 1 19 E 80GPa， 设 计 其 直径 ， 使 切 应 力 不 超 过 





50МРа, Н ЛЕ 2.5m 长 度 内 扭转 角 不 超过 3° 
6-16 ”习题 6-16 图 所 示 和 矩形 截面 杆 受 M= ЗК : m 的 一 对 外 力 偶 作 用 ， 材 料 的 切 变 模 量 G= 80GPa。 求 . 
(1) 杆 内 最 大 切 应 力 的 大 小 ,位 置 和 方向 ; (2) 横 截 面 短 边 中 点 的 切 应 力 ; (3) 单位 长 度 扭转 角 。 





习题 6-16 图 


6-17 习题 6-17 KIIR T Æ EERI, 长 上 =2m， 在 两 端 受 扭转 力 偶 作用 ， 杆 的 扭矩 为 了 =0.2KkN . 
m， 材 料 的 切 变 模 量 C=8x10*MPa。 求 此 杆 在 自由 扭转 时 的 最 大 切 应 力 及 扭转 角 。 


D 120 








= 
习题 6-17 图 习题 6-18 图 


6-18 ”习题 6-18 图 所 示 一 等 厚 闭 口 注 辟 杆 ， 两 端 受 扭转 力 侦 作用 ， 杆 的 最 大 切 应 力 为 60MPa。 求 : 
(1) ЕНН JBE; (2) 知 在 杆 上 沿 母 线 切 开 一 条 缝 ， 试 问 开 口 后 扭转 力 偶 矩 是 多 少 ? 

6-19 直径 d=25mm 的 钢 杆 上 的 两 个 凸 台 4 和 B 上 ， 套 有 与 钢 丁 材料 相同 ， 壁 厚 5= 1.25mm А А Я 
管 ， 如 习题 6-19 图 所 示 。 当 钢 杆 承受 外 力 偶 矩 M=75N : m 时 ,将 薄 壁 钢管 与 钢 杆 焊接 在 一 起 ， 然 后 秃 去 
外 力 偶 矩 。 假 定 凸 台 不 变形 ， 试 求 印 载 后 注 壁 钢管 内 的 切 应 力 。 





薄 壁 钢管 
习题 6-19 图 
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25 Mh 


当 杆 件 在 外 力 或 外 力 偶 作 用 下 ， 杆 的 轴线 由 直线 变 为 曲线 ， 这 种 变形 称 为 索 曲 ， 以 弯曲 
变形 为 主 的 村 件 在 工程 中 称 为 梁 。 若 所 有 外 力 (包括 外 力 偶 ) ， 均 作用 在 过 梁 轴 线 的 一 个 纵 
向 对 称 平面 内 ， 而 变形 后 ， 梁 的 轴线 也 谊 成 这 一 对 称 平面 内 的 平面 曲线 ， 这 种 变形 称 为 平面 
这 曲 ， 它 是 弯曲 变形 中 最 简单 的 一 种 变形 。 通 常情 况 下 ， 平 面 弯曲 梁 模 截面 上 将 有 剪 力 与 这 
矩 两 个 内 力 分 量 。 本 章 主要 讨论 平面 弯曲 梁 横 截面 上 的 内 力 、 应 力 分 析 与 梁 的 变形 计算 竺 


问题 。 
BJ) h58 


在 工程 实际 中 ， 受 节 构 件 是 极为 沼 见 的 。 例 如 ,图 7-1 所 示 的 火车 轮轴 ， 还 有 证 车 大 
梁 、 混 凝 土 梁 等 。 它 们 共同 的 特点 是 承受 垂下 于 其 轴线 的 外 力 ， 或 在 其 轴线 平面 内 作用 有 外 
力 偶 。 受 力 后 ， 轴 线 由 直线 变 成 了 有 曲线， 这 种 变形 称 为 弯曲 变形 。 以 弯曲 变形 为 主 的 杆 件 称 
为 滁 。 工 程 中 常见 的 染 ， 其 横 截 面 至 少 有 一 个 对 称 轴 ， 各 个 横 和 截面 的 对 称 轴 组 成 一 个 包含 轴 
线 的 纵 问 对 称 平 面 〈 图 7-2) ， 当 所 有 的 外 力 都 作用 在 该 对 称 平面 内 时 ， 染 的 轴线 将 弯 成 对 
称 平面 内 的 一 条 平面 曲线 ， 这 种 弯曲 称 为 平面 弯曲 。 它 是 弯曲 变形 中 最 简单 的 一 种 变形 。 











F 
Б хрен 
ss 轴线 
纵向 对 称 平面 





К 7-1 图 7-2 


图 7-3a MRE, Am N ERLAR, mN ALAR, RAWL ERE 
作用 着 沿 其 轴线 均匀 分 布 的 载 傈 集 度 (单位 长 度 的 载 集 值 ) 为 g 的 分 布 力 与 集中 力 fF,， 且 gq 








与 下 均 在 xy 面 内 。 那 么 ， 该 梁 将 在 xy ПРУ ЕРА ЗЕЖ A Fi, F, 为 已 求 得 的 约束 
力 ， 用 截面 法 可 以 求 梁 任意 模 稚 面 上 的 内 力 。 例 如 ， 要 计算 坐标 为 x 处 1-1 横 截面 的 弯曲 内 
力 ， 可 保留 左 侧 部 分 ， 如 图 7-3b 所 示 。 由 平衡 方程 SF,=0， 得 

Ех (х) = qx - F, (a) 


RP, К, 是 横 截面 上 的 剪 力 ， 其 大 小 等 于 该 横 截面 左 侧 或 右 侧 (保留 部 分 ) 粱 上 所 有 横向 
外 力 的 合力 值 。 
同 理 ， 由 平衡 方程 SM。=0 得 





2 _ 42 
M,(x) = Fx 2 (b) 


AF, М, А ЕШ АЕ, НАЗЕ ТЮБЕДИ ЛЕ {нй rN (保留 部 分 ) REIASA H 
ЖАШ ЖТ» C 取 矩 的 代数 和 。 





图 7-3 
H 2.1.3 中 内 力 的 符号 规定 ， 剪 力 、 弯 和 矩 的 正 负 号 如 图 7-4 所 示 。 因 此 ， 图 7-3b 中 的 
Fs (x) Mx) 均 为 正 号 。 今 后 ， 在 求解 弯曲 内 力 时 ， 无论 保留 蕉 面 的 哪 一 侧 部 分 ， 筋 力 、 
弯 阜 均 设 为 正方 向 ， 这 样 根据 平 衡 条 件 计 算 它 们 的 大 小 ， 所 得 的 正 负 号 就 是 内 力 实 际 的 正 
ПП =. 

















例 7-1 外 伸 粱 受 力 与 支承 情况 如 图 7-5a 所 示 ， 求 1-1. 2-2 РИЙ Пу 7 Lj ЖН 
解 : (1) RARI 





Е, = 5.5kN 
F, = 2. 5КМ 
(2) 列 图 7-5b 所 示 保 留 部 分 的 平衡 方程 ， 求 1-1 REEK., BE 
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Fg=2.5kN 





a) b) c) 


УЕ, =0 F; =2kN 
УМ. =0 М =- 2kN - m 
(3) 列 图 7-5c 所 示 保 留 部 分 的 平衡 方程 ， 求 2-2 REEK, BE 


УР, = 0 
Е, = 2.5 – 1.5 х2 =- 0. 5kN 
УМ, = 0 


M, = 2.5 х2 - 1.5 х2х1= 263: т 


BJ J) EE] 5 ЕЕ 





从 前 面 的 例子 我 们 看 出 ， 深 在 外 力作 用 下 ， 不 同 截面 上 的 内 力 一 般 是 不 同 的 ， 随 鹤 面 位 
置 的 变化 而 变化 ， 描 述 这 种 变化 的 数学 表达 式 
Fs = Fs (x) 
M, = M,(x) 
TIRAKA EMEA £ 
H ТНУ (ИЛ 2 ЕЦЩ, ЖЕТЕ ЕТА НУ У JJ 825 A bJ 4 НЕШ —1 ЖА 
WE, ОСЕ 2 БЕШ И Z), FE: A ТЕ УКО Э АУТА, F] ТЕН Л E. 6 [4 Ж 
Ww, Ма 7, # yB Jr ®ҤШЕ лж, 15) Юю J E. SER, ATSA EMS E 
K, EER НЫЛ Ву 77. 5 kE ER 61 АУР 4k 6 0 ИД Л АУ Bz К BJ JJ Б Bz X ЗЛЕ 
А K L ТЕ {Уч ЖАШ, ARIEI n pa E Y ЖЕШ F m 26 ТАНД Е 97 Л, 5 E R 
22 

















017-2 Ё 7-ба RALE, 529727 FEH, АВЕ НУДЕ IE, ЭРЕ 
勇力 图 与 弯 矩 图 。 





解 : (1) 求 约束 力 





图 7-6 
因为 C 截面 作用 一 集中 力 下 ， 集 中 力 两 侧 桨 的 内 力 方 程 不 同 ， 需 要 分 别 写 出 。 








AC E: 由 图 7-6b 所 示 保 留 部 分 的 平衡 方程 ， 得 到 该 段 的 内 力 方程 


Fs (x1) == SF [o < N < +] (a) 





2 | 
M (x)= ЕС (о < x, < 了 | 


一 Уу 


CB 2. 由 图 7-6c 所 示 保 留 部 分 的 平衡 方程 ， 得 到 该 段 的 内 力 方程 


F l 
МААЕ) == =! (d) 
(3) ЕЛЕУ 
根据 式 (а). = (с) 作出 梁 的 剪 力图， 如 图 7-6d 所 示 ; MIÈ (b). 5 (d) 作出 梁 的 
SER, И 7-6e 所 示 。 由 图 可 见 ， 最 大 剪 力 发 生 在 AC БЈАЛА Е, в КН 
在 集中 力 所 在 的 C 截面 上 。 其 值 分 别 为 
IF, | - “ p, ШЕЕ 


Sy max zma 
由 剪 力图 还 可 看 出 ， 在 集中 力作 用 截面 的 两 侧 剪 力 值 有 一 大 小 为 下 的 突变 。 
例 7-3 图 7-7a УМН, К, ав, АЕН Fs ~ М, 图 。 
解 : (1) 求 约束 力 

















3 


= р 
2 


P = к F 
A 2 B 


(2) 分 段 列 内 力 方 程 
此 梁 的 分 段 点 在 有 支 座 的 4 截面 和 集中 力 偶 所 在 的 DD 截面 。 
СА 段 ， 由 图 7-7b 所 示 保 留 部 分 的 平衡 方程 可 得 





Fo(s)=F (O< <a) (а) 
M (x) =- Ех (O < x, < a) (b) 

[=] 2: [=] 

99 tadi 
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AD B: 由 图 7-7c 所 示 保 留 部 分 的 平衡 方程 可 得 


5 3 

Кушка U Susu (a < x, < 2a) (с) 

5 
M Мел м. (a < x, < 2а) (d) 

DB 段 : 由 图 7-7d 所 示 保 留 部 分 的 平衡 方程 可 得 

3 

o (2a < x, < 3a) (e) 
3 

ЕЕ ш =) (2a < x, < За) (f) 





H # E BJ Ру JJ 7 RE I| ЖЕ Н) ӨЧ JJ RA S E Es] 4 7-7e、f 所 示 。 从 图 中 可 以 看 到 在 集中 
力 偶 作用 的 р ЖШ РЇЇ Н ЕН — Ж, REEK ЖЖ E J IB 0 K ЛУ 




















| 7-7 
017-4 图 7-8a BR Tu) ж $e 7K 52 Јр ТЕШ, ЖТ ЖЕЛЕ 5 д, WJ KEE І, ТАЕ) 
Fs 、 M, 图。 
解 : (1) 求 约束 力 
a 
F, = Е} = > 


(2) 列 内 力 方程 


很 显然 ， 由 于 载 谷 无 突变 ， 染 的 勇力 和 这 和 矩 各 用 一 个 连续 男 数 式 来 描述 即 可 。 由 图 7-8b 
所 示 保 留 部 分 的 平衡 得 到 内 力 方程 








l 
F (а) =- Ç +qx (О <x <L) (a) 


| 
М(х) == - а? CERT) (b) 
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由 式 (а) AB, HIRERE , oK h ЖЕРИ 4° in АШИ У JJ IH PB n ЙЕ Fs 图 ， 如 图 
7-8c 所 示 。 由 式 (b) 可 见 ， 杰 和 矩 图 为 一 抛物 线 。 将 式 (b) 对 x 求 导数 ， SENF 
dM,(x) _ 4! 
dx 2 
由 此 求 得 弯 矩 有 极 值 的 截面 位 置 为 x =1⁄2, 将 其 代入 式 (b), 15 E WJ KE M 
8， 作 出 的 过 和 矩 图 ， 如 图 7-8d 所 示 。 





– qx = 0 (с) 


ТЕА 


zmax 


c) 





d) 


RA, иллаа 


由 前 一 节 的 例 7-4 可见 ， 将 弯 矩 M,(x) 对 xx 求 一 阶 导 数 所 得 的 函数 ( 式 (c)) 与 前 Се 
(х) ( 式 (а) ) 只 差 一 负 号 。 若 将 剪 力 Rs (x) 对 x 求 导数 ,就 得 到 载荷 集 度 的 负 值 。 这 种 
关系 是 普 过 存在 的 。 下 面 推导 g(x)、Fs(%) 及 MM.(%) 之 间 的 微分 关系。 

在 图 7-9a 所 示 的 梁 上 ， 受 到 向 上 的 ( 正 的 ) 分 布 载荷 及 集中 力 、 集 中 力 偶 的 作用 。 从 
有 分 布 载荷 作用 的 梁 段 内 取出 一 微 段 dx， 其 受 力 情 况 如 图 7-9b 所 示 。 因 深 整 体 平衡 ， 这 一 
微 段 也 必 满 足 平衡 条 件 








>F =0 
q(x)dx 一 Fs (x) + Fs (x) + dFs (x) = 0 
УМ, = 


dx 
= V (x) + Fs (х) х ú qaa + M (x) + dM (x) = 0 


上 略 去 二 阶 微量 ， 化 简 后 
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a) b) 
图 7-9 
d M, dF 
ый s (7-3) 
这 种 关系 对 于 梁 的 内 力 分 析 ，, 作 Fs, М, ИЛА НИЛ ор Шой 


在 集中 力 下 作用 的 截面 附近 ， 假 想 堆 出 长 为 Ax 的 微 
段 ， 如 图 7-10 所 示 ， 由 ХР, =0 可 得 出 Ars =F, BII Et 
左 、 右 两 个 截面 辫 力 的 突变 值 为 集中 力 的 大 小 。 同 理 可 
W, ERPI М, FAREEDA, AAMER- RE, 
突变 值 的 大 小 为 集中 力 偶 M. 的 大 小 。 

由 上 述 关 系 ， 外 力 与 剪 力 图 和 弯 怎 图 三 者 之 间 的 几何 
关系 就 很 明显 了 。 有 具体 如 下 : 






М, (х) Fsy (X) FAFS Š; (x) 








Ре, (x) 





1) 由 式 (7-1)、 式 (7-2) 可 见 ,， ПЯ (х). Е; (х). M, R, CO+F 
(x) 的 先后 次 序 ， 那 么 后 者 比 前 者 是 (关于 x АЈ) 高 一 次 sy) 
的 多 项 式 ; 大 gq(%) 为 零 ( 即 无 分 布 载 位 )， 则 Fs (xz) 图 是 
KFR, mM RINER; Ж g(x) 图 为 水 平 线 ( 即 均 图 7-10 


布 载荷 ) ШЕ, Сх) ЖЕШ, ШЇ М(х) 图 为 二 次 曲线 ; 
依 此 类 推 。 

2) M (xz) 曲 线 的 止 癌 同 (х) АЗЕ l] — X. НК (7-3) 可 见 ， 当 (х) 810] Е727, 
q(x) 值 为 正 时 ，d*M.(x)/Ad*x>0, M (x) 曲线 将 四 向 上 ; 52, q(x) РОИ, M(x) Н 
线 将 四 向 下 。 在 Rs (x)=0 的 截面 ，M.(x) 有 极 值 。 

3) 在 集中 力作 用 的 截面 处 ，Fs (x) 图 线 有 突变 ， 突 变量 下 等 于 该 集中 力 的 数值 ，M,(%*) 
图 线 连 续 ， BAHA ( 即 斜 率 不 连续 的 点 ); 在 集中 力 偶 作用 的 截面 处 ，M.(x) 图 线 有 突变 ， 
KREEM ETARE HAERE, mM Fs (х) 图 线 仍然 连续 。 








17-5 WERB 7-11a 所 示 梁 的 Fs ~ М, 图 。 
Ё. (1) 求 约束 力 











(2) TE | 
按 梁 的 受 力 情况 分 为 4C .CB 两 段 。 kE 
(3) RK mE 
HR ki БЕ Лс, A AmE Та ЕДО 99 77. SEE, HIAR 7-1 中 (熟练 后 可 不 必 列 

表 ， 直 接 标 出 与 端 值 相 对 应 的 点 ) 。 
(4) 绘图 线 
标 出 与 端 值 对 应 的 各 点 后 ， 利 用 上 述 的 g、Fs 、M, 图 形 的 几何 关系 ， 用 直线 或 曲线 将 

各 点 连接 起 来 ， 从 而 绘 出 Fs, М, 图 ， 如 图 7-11b、c 所 示 。 其 中 AC БЕР] Fs =0 的 截面 ， 很 

容易 由 Fs 图 的 几何 关系 求 出 距 4 截面 为 c/4， 该 截面 弯 矩 的 极 值 为 да? /32, 





























表 7-1 
段 别 4C CB 
25 3qa/4 3ga/4 3ga/4 
М, о —qa2 /4 Зда? /4 0 


017-6 ЖЕЕ 7-12а л Н Fs. M, 图 。 
解 : (1) 求 约束 力 





F, = 8kN М, = 7kN : m 
(2) 分 段 
KIT АС, СВ MB., 
(3) 求 端 信 
各 端 截面 值 直 接 标 在 图 上 。 
(4) 绘图 线 
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Hg, ЕЁ, М, 图 间 的 几何 关系 连 线 ， 如 图 7-12b、c Лл 





图 7-12 


纯 毒 曲 染 的 正 应 力 





一 般 情况 下 ， 梁 的 各 个 横 和 截面 上 既 有 剪 力 又 有 弯 矩 (参看 前 几 个 例题 )， 这 种 弯曲 称 为 
977722 85 (如 例 7-6 中 的 4C 段 )。 在 某 些 情况 下 ， 当 深 的 各 个 横 截 面 上 剪 力 为 零 而 只 有 弯 
ЖЕШ (如 例 7-6 P СВ 段 )， 这 种 弯曲 称 为 纯 弯 曲 ， 它 是 平面 弯曲 中 最 简单 的 一 种 弯曲 。 
本 节 主 要 讨论 纯 弯 曲 架 横 截 面 上 的 应 力 。 


7.4.1 微 段 的 静 力 平衡 方程 


Маа Ш Е dx ВЕ, EREHE ERA SEM 一 个 内 力 分 量 。 如 2.1.2 PER, 该 
弯 和 矩 实际 上 就 是 横 截 面 上 分 布 在 各 个 点 的 内 力 对 z 轴 (过 截面 形 心 ) 的 合力 和 矩 ， 这 就 是 说 ， 
作用 在 各 个 点 上 的 内 力 应 与 横 截 面 垂直 。 由 此 分 析 可 知 ， 纯 弯曲 时 深 的 横 和 截面 上 只 有 正 应 力 
0 ， 而 没有 切 应 力 (图 7-13a)。 

整个 架 是 平衡 的 ,dx 微 段 当然 也 是 平衡 的 ， 它 应 满足 静 力 平衡 方程 ， 即 





XF =0 J. -g dA = 0 баў 
>M,=0 J 二 (b) 
2M =0 ЕУ - М. = 0 (с) 











AF, А 为 横 截面 面积 (另外 三 个 平衡 方程 是 零 等 于 零 恒 等 式 ) 。 
但 在 式 (a), Ж (b) 和 式 (c) 中 , 正 应 力 o, 随 帘 面 上 各 个 点 的 变化 规律 (或 函数 








图 7 
os(y，z) ) 尚未 得 知 ， 故 仅 赁 这 三 个 方程 还 不 能 解 出 o,。 这 就 是 说 , 分析、 求解 纯 弯曲 梁 
的 应 力 ， 实 际 上 是 要 求解 一 个 高 次 (AFK) 超 静 定 问题 。 为 此 ， 需 从 分 析 微 段 的 变形 协 
调 关 系 来 建立 补充 方程 。 
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7.4.2 几何 方程 


1. 平面 假设 

假设 粱 弯曲 变 形 后 ， 横 截面 仍 保持 为 平面 ， 并 发 生 相 对 转动 ， 与 变形 后 的 轴线 依然 正 
5. 平面 假设 正确 与 否 ， 可 人 简单 说 明 如 下 。 

如 图 7-13b 所 示 纯 车 曲 架 ， 大 写字 母 标 注 的 平面 表示 变形 前 的 横 珊 面 ， 小 写字 母 标 注 的 
平面 表示 变形 后 的 横 和 截面。 由 于 该 染 的 太 才 与 受 力 均 对 称 于 五 截面 ,那么 ， 变 形 后 的 染 也 
应 对 称 于 五 截面 ， 这 就 要 求 五 截面 变形 后 仍 保 持 为 平面 ， 并 与 变形 后 的 轴线 仍然 正 交 。 假 
想 在 E 截面 处 将 梁 切 开 ， 保留 右 半 部 分 ， 对 于 右 半 部 分 ,，D 截面 又 是 对 称 面 ， 它 也 应 保持 为 
平面 ， 也 应 与 轴线 正 交 (图 7-13c) ,这样 不 断 地 进行 下 去 ， 可 知 各 个 横 截 面 变 形 后 均 保 持 为 
平面 ， 并 均 与 变形 后 的 轴线 正 交 。 

х Та 25 ЗЕ, 平面 假设 完全 成 立 ， 这 一 点 已 被 理论 和 试验 所 证 明 。 

2. 几何 方程 

现在 人 研究 微 段 的 变形 。 图 7-14a 所 示 为 变形 前 的 微 段 ，y 轴 是 村 截面 的 对 称 轴 ， 图 7-14b 
和 图 7-14c 分 别 用 轴 测 图 与 投影 图 表示 变形 后 的 微 段 。 设 想 该 染 由 许多 平行 轴线 的 纵 问 层面 
组 成 ， 由 平面 假设 可 知 ， 横 截面 仍然 为 平面 ， 并 发 生 相 对 转动 ， 这 样 ， 原 来 平 直 的 纵 回 层面 
要 同 轴 线 一 起 变 弯 。 假想 纵向 层面 是 由 纵向 线段 组 成 ,弯曲 变 形 后 ,， 染 上 部 的 纵向 线段 
(U ab 线段 ) 缩短 了 了 ， 而 染 下 部 的 纵 回 线段 伸 长 了 。 根 据 变 形 的 连续 性 ， 中 间 必 有 一 层面 
的 纵 问 线段 既 不 伸 长 也 不 缩短 ， 这 个 层面 称 为 中 性 层 ， 如 图 7-14 中 的 ООЖ (变形 前 为 
00, 2). PHERS EREE h IE, Н FEE М, ЕНЕ НЧА ТА ГРКА РУ, 
染 变 形 后 的 形状 也 应 该 对 称 于 此 平面 ， 因 此 中 性 轴 必 然 垂 直 于 横 截 面 的 对 称 轴 y。 现 假设 形 
pH z 就 是 中 性 轴 (下 面 会 证 明 这 个 假设 是 正确 的 )。 

В Ez Ze wa БАШ 0 15), Ял ш О, 绕 中 性 轴 z= 转 到 0， 相对 左 并 截面 转 过 d0 A, + 





























Г 新 编 材料 力学 第 3 版 


性 层 的 曲率 半径 为 p。 现 在 考察 距 中 性 层 为 y 的 ab 层面 的 变形 ， 即 分 析 该 层面 上 4 点 沿 x 方 
HMK аш (党 y 方 回 的 位 移 将 在 分 析 梁 的 变形 中 人 研究 )。 











O BRÈ (3-1) 的 第 一 式 , b 点 的 线 应 变 
ðu du 40 y 
ШЕЕ e = 一 = 一 =-y 一 =- 一 (d) 


AF, p 是 中 性 层 的 曲率 半径 ， 在 此 为 第 量 。 故 上 式 表明 ， 线 应 变 e, ВЕ y 按 线 性 规律 变化 。 
当 y ЕНУ, MERR, EMARE; у 为 负 时 ， 应 变 为 正 ， 是 伸 长 变形 。 


7.4.3 物理 方程 








再 假设 变形 过 程 中 ， 各 纵向 层面 间 互 不 挤 压 〈 即 在 垂直 于 纵向 层面 方向 没有 应 力 ) X 
样 模 截 面 上 中 性 轴 两 侧 各 点 均 处 于 单 向 应 力 状态 。 距 中 性 轴 为 y 的 一 点 ， 应 力 状 态 如 图 7-15 
b 所 示 ， 由 单 辐 应 力 状 态 胡 元 定律 得 





с, = Ee, =- E> (e) 
式 (е) XIJ, а h RRRA ESAE SAA 2 轴 的 距离 y 成 正比 ， 即 正 应 


力 沿 y 方 同 线 性 分 布 。 中 性 轴 上 各 点 处 y=0， 因 而 o,=0。 距 中 性 轴 每 距离 的 各 个 点 上 正 应 
力 相 等 。 在 中 性 轴 的 两 侧 ， 一 侧 是 压 应 力 (у 为 正 时 ) ， 一 侧 是 拉 应 力 (y 为 负 时 )， 应 力 分 





图 7-15 





布 如 图 7-15a 所 示 。 
7.4.4 横 截 面 上 正 应 力 公 式 


因 中 性 轴 z 的 位 置 和 中 性 层 曲率 半径 p 尚未 确定 ， 故 式 (е) 只 是 反映 了 正 应 力 的 分 布 
规律 ， 还 不 能 定量 求 出 正 应 力 的 大 小 ， 这 就 需要 与 静 力 平衡 方程 联 立 起 来 求解 。 

将 式 (е) RAR (а) (注意 ， 列 静 力 平衡 方程 式 时 已 经 考 原 了 о, BJ rin], WER R 
需 代 入 o, 的 绝对 值 。 下 同 ) 1% 


y Е 
| - в-а =- – | yaa =0 
А р р РА 


APF, E BNF, WMA 














ЕХ = 0 ( f) 


由 附录 A 知道 ， 上 式 为 截面 对 中 性 轴 z BU 66 AB. EAR, ñh yE 2 = BJ 3 e @& ñL BJ JÉ C HB. Pr 
И, 式 (f) RH, PHEA z 通过 鹤 面 形 心 C ， 是 形 心 轴 ， 前 面 的 假设 得 证 。 
将 式 (е) ХА (b)， 得 


Е Е 
| Рт и! zyd4 = 0 
А 


上 式 中 ， 积 分 | ayda 为 模 截 面 对 y、s 轴 的 惯性 积 ， 由 于 y 轴 是 对 称 轴 ， 由 附录 A 可 知 ， 访 


员 性 积 HE, y. z 是 主轴 。 ys z 又 是 形 心 轴 ， 故 为 形 心 主轴 。 
将 式 (e) 代入 式 (c), 得 
-| y dA = М, 


ERA АЧА У z 轴 的 惯性 矩 L, WS Eí 
i (7-4) 


式 (7-4) 中 1M 是 中 性 层 的 曲率 ， 即 梁 ШЕЕ ИП Ж. ЕІ, К 2720125 ИУ, HER 
X, Щу] Л] GXÑ (7-4) EAS 716200, 7.8 节 还 要 用 到 它 。 
将 式 (7-4) 代入 式 (е) 中 ,得 








o, =- —у (7-5) 


ERED Ai ТА Е BJ iy JJ TP ИК BIA E rr rh З ЖЕТ) ЖЕЛИНИ Y YH: 
Ж, BHF RFRA И EAE JÉ AR 81 ñj ЛЕШ ТИ, RERA T EER H (у), 
m H #k ЕЛЕ XF КШТ Е BJ АКЕ, 式 (7-4), 50 (7-5) 都 适用 。 
由 式 (7-5) 可 见 ， 最 大 正 应 力 发 生 在 距 中 性 轴 最 远 的 点 上 。 用 17y1 na REE H PE H 
最 远 点 的 距离 ， 则 最 大 雪 曲 正 应 力 的 绝对 信 为 
| M, | 


| © | тах = I | у | max 


2 











| M, | 





或 写成 | O, | тах = 


2 
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式 中 W, = (7-7) 
| YY l лах 
称 为 抗 弯 截面 系数 ， 是 仅 与 截面 形状 、 尺 寸 有 关 的 几何 量 。 当 实际 运用 式 (7-5) 或 式 (7-6) 
计算 应 力 时 ， 可 不 考虑 М. y 的 正 负 号 ， 而 直接 由 梁 的 变形 来 确定 所 求 应 力 的 正 、 负 号 。 对 
应 于 凹 侧 ， 和 截面 各 点 为 压 应 力 〈 负 号 ) ， 凸 侧 为 拉 应 力 (1Е 5). 
几 种 常见 截面 的 抗 弯 截面 系数 如 下 : 





2 
图 7-16a 所 示 的 矩形 截面 了 = 
3 
图 7-16b 所 示 的 圆 形 截面 У, 35 


ЗИ | тр? 
图 7-16е тл йаз Е У, = (1-0), Ж а= 





图 7-16 


工程 上 常用 的 各 种 型 钢 ， 其 W. . 1 等 几何 量 均 可 从 附录 В 的 型 钢 表 中 碍 得 。 











例 7-7 求 图 7-17a 所 示 染 n-n а, b. с, d 四 点 的 应 力 ， 并 绘 出 过 uc 、2 两 点 直径 线 
及 过 c、d 两 点 粥 线 上 各 点 的 应 力 分布 图 。 


1kN.m 
п 





а) 


解 : 求 出 约束 力 


F, = 0.5kN F, = 0. 5kN 
作 内 力图 如 图 7-17b、c 所 示 。 





第 7 章 Ф T 


由 M, 图 知道 n-n BKIS E М = 1kN .mm， 因 此 处 剪 力 为 零 ， 属 纯 变 曲 。 由 式 (7-5) 








М, 
о 二 一 
x o 
进行 计算 ， Ж М. =IkN: m 


L = 二 (D4 - qt) = 二 (504 – 254) х (10-3)4m4 = 2.88 x 10-7m4 
64 64 














p 
a 点 y, = — = 25mm 
2 
М, 1 x 10°. 
©, =- у, = — x 25 x 10 m =- 86. 8MPa ( 压 应 力 ) 
i L 2.88 x 1077m’ 
d 
b sÁ y, =- — =- 12. 5mm 
2 
M, 1 x 10°N -m ! 
o, =- ур =- = x ( - 12.5) x 10 m = 43. 4МРа (PE y JJ ) 
' jo 2.88 x 10 7m 
р? d? 1⁄2 502 252 1⁄2 
c À (6-4) - J mm = 21. 7mm 
4 4 4 4 
M. 1 x 103N . 
o, =- у, =- 一 -一 -一 x21.7x10-3m=-75.3MPa( 压 应 力 ) 
Г. 2.88 х 1077m’ 
d Ñ y | = 0 
с = 0 


х4 


Ма, b 的 直径 线 上 及 过 ec、d 的 弱 线 上 的 应 力 分 布 如 图 7-17d 所 示 。 


н х=й И 


7.5.1 АЕЗЖКХ H ЖЕНУ НН 


上 一 节 中 讨论 了 横 截 面具 有 对 称 轴 的 梁 ， 即 梁 
有 纵向 对 称 面 ， 当 外 力 偶 作 用 在 对 称 平面 内 时 横 截 
面 上 的 正 应 力 计 算 问题 。 对 于 横 截面 没有 对 称 轴 
( 即 没 有 纵向 对 称 面 ) 的 梁 来 说 ， 只 要 外 力 偶 的 作用 
面 与 横 截 面 的 任 一 个 主轴 所 在 的 纵向 平面 相 重 合 ， 
发 生 的 仍 为 平面 弯曲 ， 式 (7-5) 仍然 适用 。 现 说 明 
如 下 。 

图 7-18 所 示 为 一 非 对 称 截 面 实 体 染 ， 当 其 纯 弯 
曲 时 ， 平 面 假设 仍然 成 立 。 因 此 上 一 节 中 变形 及 物 
理 方面 导出 的 式 (d)、 式 (е) 仍然 有 效 。 下 面 讨 | 7-18 





外 力 偶 作用 面 
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论 微 段 的 静 力 平衡 。 在 图 7-18 所 示 的 非 对 称 截面 梁 的 模 截 面 上 ， 任 设 一 与 外 力 偶 作 用 平面 
Ма Е АЧА А Р ЕЗШ z， 外 力 侦 作用 平面 与 模 截面 的 交 线 为 y 轴 ， 过 yy 轴 与 z НЗС О 并 
与 模 截 面相 垂下 的 轴 为 x 轴 。 由 平衡 条 件 >F,=0， 并 利用 上 市 中 的 式 〈(e) ， 仍 可 得 


Е 
Fy = || oda =- || yda = 0 
A DJ.4 


上 式 表 明 中 性 轴 z 仍 过 截面 形 心 ， 为 形 心 轴 。 其 次 由 平衡 条 件 ХМ, =0, i5 E BJ N 
(7-4) 及 式 (7-5) 完全 相同 的 曲率 及 正 应 力 计算 公 式 。 最 后 由 平衡 条 件 УМ, =0 得 


Е 
[| :0.4 =- || узад = 0 
А D А 








由 此 式 可 得 


1, = || yd4=0 

A 

ЫП y. z 轴 为 主轴 。 根 据 惯性 积 的 平行 移 轴 公式 ， 凡 是 平行 于 yy HB ле Е, яр ЕШ 
所 以 ， 对 于 非 对 称 截面 梁 ， 为 发 生平 面 贰 曲 ， 外 力 偶 的 作用 平面 应 与 梁 的 任 一 个 主轴 所 在 的 
纵 癌 平面 相 重 合 ， 这 时 ， 与 外 力 偶 作用 平面 相 牌 和 卫 的 为 一 个 通过 形 心 的 主轴 即 为 中 性 轴 。 


7.5.2 纯 弯 曲 正 应 力 公 式 及 曲率 公式 的 推广 


式 (7-4), I (7-5) 是 在 纯 这 曲 条 件 下 推导 出 来 的 ， 它 的 基础 是 平面 假设 和 纵 回 层 
面 间 互 不 挤 压 。 在 剪 力 弯曲 时 ， 由 于 懋 截面 上 剪 力 的 影响 ， 变 形 后 ， 横 截面 要 发 生 疙 曲 
( 见 7.6 贡 )， 平 面 假设 不 再 成 立 。 另 一 方面 由 于 横向 力 的 作用 ， 各 纵 回 层面 间 产 生 互 相 
挤 压 作用 。 但 是 精确 的 理论 分 析 和 大 量 的 实验 都 表明 ， 当 深 的 长 度 /与 截面 的 高 度 h 之 比 
足够 大 时 (1Ah>5)， 上 述 两 个 因素 对 横 截 面 上 的 正 应 力 分 布 及 大 小 的 影响 都 很 小 。 所 以 ， 
式 (7-4), = (7-5) 用 于 剪 力 要 曲 下 正 应 力 及 曲率 的 计算 已 有 足够 的 精度 ， 能 满足 工程 
要 求 。 


7.5.3 截面 的 横向 变形 


在 上 一 节 中 ,我 们 推出 过 纯 要 曲 时 深 各 点 的 纵向 线 应 
变 的 分 布 规律 


























即 中 性 层 的 一 侧 受 压 ， 另 一 侧 受 拉 。 由 于 泊 松 比 的 存在 ， 
受 压 的 部 分 横 加 要 膛 胀 ， 而 受 拉 的 部 分 则 要 收 绽 。 在 y、z 
ЛЛ 








РРР. 


2 


因此 梁 的 横 截 面 形状 要 发 生变 化 ， 中 性 轴 变 成 一 个 大 半径 
的 曲线 。 中 性 层 变 成 在 两 个 相反 方向 有 曲率 的 鞍 形 曲面 ， 
如 图 7-19 所 示 。 工 程 中 ， 一般 梁 的 变形 都 属于 小 变形 ， 因 
此 ， 通 常 可 将 中 性 轴 视 为 直线 。 


p 
E€, =— pg, = —у 
p 








z h Л КУ 7 





在 工程 实际 中 ， 发 生 纯 弯曲 的 梁 比 较 少 见 ， 而 常见 的 是 剪 力 膏 曲 。 剪 力 弯 曲 时 ， 深 横 截 面 上 
НОРУ 775: М, УК, BAHI Е, 2 7.4 АП, АЕ Е ук 
与 正 应 力 相 关 的 内 力 ， 显 然 ， 剪 力 应 该 是 与 切 应 力 相 关 的 内 力 。 

对 于 薄 壁 截面 洪 ， 如 图 7-20 所 示 的 箱 形 截面 梁 ， 根 据 切 应 
力 互 等 定理 ， 若 梁 表 面 无 切 向 力作 用 ， 则 横 截 面 上 的 切 应 力作 
用 线 必 平 行 于 截面 周边 的 切线 方 品 ， 义 因 辟 很 注 ， 切 应 力 沿 壁 
厚 方向 可 视 为 均匀 分 布 。 至 于 切 应 力 的 方向 及 分 布 规律 ， 可 通 
过 从 局 部 取出 的 微 元 体 的 平衡 得 到 。 


7.6.1 KEER ERNS 07 














在 图 7-21a 所 示 的 矩形 截面 梁 上 ， 用 1-1 和 2-2 MERHAR 
为 dx 的 微 段 。 作 用 在 微 段 左 、 右 两 截面 上 的 勇力 为 Rs , e EAP] 


dM, D f 
=-F; ， 对 于 一 个 正 的 剪 力 Fs, BERE ам, = 


-Fs dx， 因 此 ，M.>M,+dM,)。 如 琳 蕉 面 是 窜 而 高 的 ， 切 应 力 仍 可 视 为 平行 截面 侧 边 (平行 于 Fs ), 
是 沿 截面 党 度 均 匀 分 布 ， 如 图 7-21c 所 示 。 切 应 力 分 布 规律 的 这 一 假设 对于。 越 小 于 的 矩形 截面 ， 
就 越 接 近 实 际 情况 。 


HM, 及 M.+dM.， 如 图 7-21b 所 示 (由 于 

















图 7-21 


在 图 7-22b 所 示 的 微 段 上 上， 用 距 中 性 层 为 y 的 m-m 截面 (平行 于 中 性 层 ) 截取 微 段 的 
一 部 分 如 图 7-22c 所 示 。 该 部 分 左 、 右 两 个 侧面 上 分 别 作 用 有 由 弯 矩 M. 及 M.+dM, 引起 的 正 
应 力 cc 及 up。 此 外 ， 两 个 侧面 上 还 作用 有 切 应 力 ty, 根据 切 应 力 互 等 定理 ， 截 出 部 分 的 
m-m 面 上 亦 作 用 有 切 应 力 r*， 其 值 与 距 中 性 层 为 y 处 横 和 截面 上 的 切 应 力 z НАЕ (图 7-22a、 
b) 。 设 规 出 部 分 两 个 侧面 Im 及 2m 上 的 法 回 内 力 元 床 o dA 及 o,,d4 组 成 的 在 x 轴 方 回 的 法 
HAJTI F K ЕК 。 则 ;可 表示 为 


М, + аМ, М, + аМ, 
5 = | од = || у* dA = | "а 
А" A * L, L, А * 



































М, + dM, 
= — S (a) 


2 
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同 理 
М, 
уы I. 5. (b) 
式 中 ，$” 为 截 出 部 分 的 左 侧 或 右 侧 的 横 截 面 上 的 面积 4” (简称 部 分 面积 ) 对 中 性 轴 z 的 
HE, 
考虑 截 出 部 分 1тт2 的 平衡 (图 7-22c)， 由 >F =0 得 
Fa -Fs - dF; = 0 (с) 


将 式 (а), 0 (b) K dF/ =+; Бах (КАК (с), 1018519 
dM, 5* FsS; 

T = = = 2 

ка ах bl bl, 








dM 
注意 上 式 中 一 = -Ps ， 并 由 切 应 力 互 等 定理 7,，=7,,， 寺 是 得 矩形 截面 染 模 截面 上 切 应 
x y 





力 计算 公式 为 
Fs 5; 
Tay =T 2р (7-8) 
RH, F. 为 横 截 面 上 的 剪 力 ，4 为 截面 宽度 ; 为 横 截 面 对 中 性 轴 2 的 惯性 矩 ; s 为 部 分 
面积 对 z 轴 的 静 和 矩 。 





对 于 给 定 的 高 为 亡 宽 为 六 的 矩形 截面 (7-23), 
计算 出 部 分 面积 对 中 性 轴 的 静 和 氟 


h/2 
5, | y" d4 = | у Бау -— [+ - >] 
А* А 4 


代入 式 (7-8) 得 





T 
i max 








%7% Ф 
从 式 (7-9) 可 见 ， 矩 形 截面 梁 其 横 截 面 上 的 切 应 力 r, 沿 截 面 高 度 按 抛物 线 规律 变化 。 当 
y=+ 汪 时 ， 即 截面 的 上 、 下 边缘 上 各 点 的 切 应 力 rs =0; 当 y=0 时 ， 即 截面 的 中 性 轴 上 各 点 
的 切 应 力 最 大 ， 其 值 为 








F; h’ 
EOE 
bh? 、， 
F L= INA Est 
3 Ёз, 
айы Ж ih (7-10) 
可 见 ， 和 矩形 截面 梁 横 截面 上 的 最 大 切 应 力 为 平均 切 应 力 7 = F /bh 的 1.5 售 。 
根据 彭 切 胡 元 定律， 由 式 (7-9) 可 得 
T, F. h? 
Уу т) (7-11) 


ERKI, ER MEKIH DA ИГА ВЕК JJ ИК ЖАЛ ЛЕ И, оТ HJ Ж #& 181 15 ЖЩ 
(图 7-24), 





图 7-24 


以 上 推出 的 切 应 力 计算 公 式 与 弹性 力学 中 的 精确 解 相 比 是 有 误差 的 ， 当 h/b=2 hr, E 
述 误差 极 小 。 当 hh/b=1 时 ， 误 差 约 为 10%. 


7.6.2 T = Jë BI 2 BJ UJ w 2) 


工 字 形 截 面 梁 如 图 7-25a 所 示 ， 由 上 、 下 辟 缘 和 腹 板 组 成 。 由 于 腹 板 是 狭长 和 矩形， 所 以 
其 切 应 力 的 计算 与 矩形 截面 染 相 同 
F, 5? 


7-12 
Е, ЕТ) ( ) 


AF, d NRW 11У KS 09 АЕ 2 00 07 26, WE 7-25c 所 示 ， 最 大 切 应 力 
EPEE, HEN 





F. S 


zmax 
y 





(7-13) 


Е dI, 

对 于 热 轧 工 字 钢 ， 式 中 工 的 值 可 由 附录 B 的 型 钢 表 中 查 得 。5S”* .可 查 得 性 缘 厚 度 上 值 ， 再 将 

38 29 ну (И ПИЈЕ ЛЕ у г (图 7-25c 中 为 6) 的 狭长 矩形 和 截面 ， 腹 板 人 简化 成 男 一 矩形 截面 (图 
7-25c) 计算 得 到 。 

工 字形 截面 深 辟 缘 上 的 切 应 力 分 布 比 较 复 杂 。 因 其 宽度 远大 于 厚度 6， 








| 


M: 
| 
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a) b) c) 


图 7-25 

应 力 按 宽度 方向 均匀 分 布 ， 切 应 力 方向 亦 不 再 与 前 力 F, 的 方向 一 臻 。 每 一 点 的 切 应 力 有 y、 
z 两 个 方向 的 分 量 ， 由 于 4 远大 于 6 的 原因 ，y 方向 切 应 力 分 量 的 值 非常 小 ， 通 常 无 实际 计 
算 意 义 。z 方 向 COFFRE) 的 切 应 力 分 量 的 计算 利用 与 推 证 和 矩形 截面 梁 切 应力 公 式 相 
O 类似 的 方法 (图 7-25) ， 可 得 到 应 力 计算 公式 

T = 51 (7-14) 
计算 出 S 后 可 发 现 , FIRAR J r ,是 沿 z 方 向 线性 分 布 的 〈 读 者 可 自己 完成 ) 分 
布 图 如 图 7-25c 所 示 ， 其 最 大 切 应 力 一 般 小 于 腹 板 上 的 最 大 切 应 力 。 截 面 上 的 切 应 力 与 周边 
相 切 ， 形 成 图 示 的 切 应 力 流 (图 7-25c) 。 




















7.6.3 RER AZIAN 


HUJ Н хе ЯН пу 1, E A I ЖЕЛАЛ Ж Е 66 A BJ UJ w JJ 5 5] Ho ТЕШ z 
轴 为 y KEZ AB 的 两 个 端点 ， 与 圆周 相 切 的 两 个 切 应 力 相 交 于 y 轴 上 的 某 点 p， 见 图 
7-26a。 此 外 ， 由 于 对 称 ，4B 强 线 中 点 的 切 应 力也 通过 p 点 。 由 此 可 以 假设 ，4B 强 上 各 点 的 
切 应 力 都 通过 疡 点 ， 并 假设 各 点 7 方向 的 切 应 力 分 量 7, 均 相等 ,于 是 就 可 用 推 证 矩形 截面 
梁 的 切 应 力 相 类 似 的 方法 来 确定 z. (图 7-26b) ， 即 














图 7-26 





Fs S; 








T, = (7-15) 
ИТ 
RP, b 为 弦 线 的 长 度 。 通 过 计算 便 可 知道 ， 最 大 切 应 力 发 生 在 中 性 轴 上 ， 其 值 为 
_ 4 fs, 7-16 
T ey nax 3 mR? (7-16) 





由 式 (7-16) 可 见 图 截面 的 最 大 切 应 力 为 平均 切 应 力 的 1 了 售 。 


7.6.4 环形 截面 梁 的 切 应 力 


对 于 壁 厚 5 远 小 于 平均 半径 R 的 环形 截面 梁 





由 于 8 很 小 ,可 以 认为 切 应 力 泊 厚度 6 均 
们 分 布 并 与 圆周 相 切 。 据 此 可 用 分 析 和 窍 形 惟 面 梁 切 应 力 的 方法 来 分 析 环 形 截 面 梁 的 切 应 力 
(读者 可 参考 图 7-27 目 行 完成 )， 其 计算 公式 为 











F 5. 
Q | (7-17) 
最 大 切 应 力 在 中 性 轴 上 x 
F. | 
为 平均 切 应 力 的 2 倍 。 








例 7-8 图 7-28 所 示 外 伸 染 ， 为 22a 工 字 钢 制 成 ， 求 深 的 最 大 正 应 力 lc,1， 及 最 大 切 应 
РОСА ыа 


f: KARI Е, = 98К№, Fp=42kN; 





绘 出 Fs 、M, 图 ， 如 图 7-28b、c 所 示 ， 由 图 可 见 
IFs 1 max = 58КМ, IM. = 44. 1kN + m 
由 附录 B 查 得 22а 工 字 钢 的 抗 弯 截面 系数 У,=309ст*„ АТДА КОЕ А JJ 29 
| M, | 


£ max 


H K (7-13), ， 并 由 附录 B 型 钢 表 查 得 I =3400cm4 





‚ Hga, REFET = 12. Зат, d= 
7.5mm, WE b=110mm, ЖА Т.Ч eÓ h=220mm, FÆ 
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20kN/m 

















5 = 
220 220 12.3 220-12. 3 А 
=| 7.5x|— - 12.3 || ——– – —— |+110х12. 3х mm 
2 4 2 ) 
=1.763x10 m 
| Fs | ме тт 
| | = 4 
T xy тах Ld 
58x10° Nx1.763x10™“m 
3400х 107% т х7. 5х107 т 
=40. 1MPa 
017-9 ЖЕ 7-29 Br 28 ај з Ув КЕЛИ 7] lo ww 及 最 大 切 应 力 Tal wx， 并 求 二 者 的 
比值 。 
[=] ы] [=] 
一 一 本 二 
116 S “E 


чё 
ч 
+} 
w 
$. 


图 ， 如 图 7-29b、c 所 示 。 


МА, gÊ/8 Зд 
最 大 正 应 力 为 [ol mo = = е 
2 bh2⁄6 4bh 


ff.: mj H! Fs. M 


2 





F 
3 5 3 91/2 3ql 
最 大 切 应 лл авс 
ХИ ЛУ Tay mx у A 2 bh Abh 


二 者 比值 为 |O | max 1 











当 1>>h 时， 最 大 正 应 力 将 远大 于 最 大 切 应 力 。 因 此 ， 一般 对 于 细 长 的 实心 截面 染 或 非 
薄 壁 截面 染 ， 正 应 力 是 强度 问题 的 主要 因 系 。 


开 襄 薄 壁 非 对 称 截面 梁 的 谈 曲 ipb 


前 面 所 讨论 的 平面 这 曲 ， 载 何 均 作用 于 纵向 对 称 面 (或 形 心 主 惯性 平面 ) 内 。 非 对 称 
截面 梁 че H 7.5 节 的 讨论 知道 ， 外 力 偶 只 要 作用 于 梁 的 一 — 
( 形 心 主 惯性 平面 ) о, Жей + ж ЕУ EURES, E 
BB ha [п] JJ ЕЛА ТЕЁ ЗЕЕ ЗР Т ру, И #2 HH JÉ ZF, ИЖ Е ЛЕЙ, QH 7-30а 
ле 

只 有 当 横 回力 的 作用 面 平 行 与 形 心 主 惯性 平面 ， 且 通过 某 一 特定 点 4 时 (网 7-30b、 
c) ， 染 才 只 发 生 这 曲 而 不 发 生 扭 转 ， 称 这 样 的 特定 点 4 NE ЩЩ А, 














图 7-30 
对 于 非 对 称 截面 的 实体 染 ， 由 于 实心 截面 的 弯曲 中 心 一 般 靠 近 截 面 形 心 ,产生 的 扭矩 不 











大 ， 同 时 实心 截面 梁 的 抗 扭 能 力 较 强 ,一 般 可 不 考虑 扭转 的 影响 。 对 于 工程 中 常用 的 开口 薄 
壁 稚 面 梁 来 说 ， 由 于 其 抗 扭 刚度 较 差 ， 确 定 其 弯曲 中 心 的 位 置 ， 使 外 力 尽 量 通 过 弯曲 中 心 ， 
具有 重要 的 实际 音义。 下 面 以 更 一 般 化 的 开口 注 壁 截面 上 甚 臂 染 为 例 ， 说 明确 定 花 曲 中 心 的 一 
般 方 法 。 

图 7-31a 所 示 为 一 任意 的 开口 注 壁 截面 梁 ， 假 定 集 中 力 通过 截面 弯曲 中 心 4 且 与 过 
DEW у ВО FPT, ARREA, HRA ERTES o 
力 ， 而 不 存在 扭转 切 应 力 。 由 于 杆 件 内 、 外 侧 表面 都 是 目 由 面 ， 没 有 任何 外 力作 用 ， 据 切 应 
力 互 等 定理 可 知 ， 横 截面 边缘 上 各 点 的 切 应 力 应 与 截面 的 边界 相 切 。 又 因 壁 厚 5 很 小 ， 完 全 




















有 理由 认为 ， 沿 着 壁 厚 方向 各 点 的 切 应 力 大 小 均 相 等 ， 即 切 应 力 沿 壁 厚 均匀 分 布 。 按 照 7.6 
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图 7-31 
节 推 导 弯 曲 切 应 力 的 方法 ， 通 过 截取 部 分 арса 的 平衡 (图 7-31b) ， 会 得 到 横 和 截面 上 ec 点 的 
切 应 力 为 (读者 可 目 行 推导 )。 


Fy S; 

18 (а) 

EREE (图 7-31c), WAH rd4 组 成 切 于 横 截 面 的 内 力 系 ， 其 合力 就 是 截面 的 前 

力 Fs 。 为 了 确定 Fs 作用 线 的 位 置 ， 可 选 定 截面 内 任意 一 点 下 为 矩 心 ， 据 合力 矩 定 理 ， 微 
WJI rd4 对 点 下 的 力矩 总 和 ， 应 等 于 合力 Fs 对 点 В 的 力矩 ， 即 


Fs e, = | frraa (b) 


式 中 ，e: Fs 对 点 B ВОЈ, > 是 微 内 力 rd4 对 点 B ВОЈ. KR (a) RAR (b) 并 解 出 
e, EMES F, 作用 线 的 位 置 。 这 样 ， 如 本 一 开始 所 述 ， 当 外 力 不 通 过 这 曲 中 心 4， 将 外 力 
癌 弯 曲 中 心 简 化 后 ,得 到 通过 弯曲 中 心 的 力 和 一 个 扭转 力 偶 和 矩 。 通 过 弯曲 中 心 的 力 将 引起 弯曲 
变形 ， 而 扭转 力 侦 矩 将 引起 扭转 变形 。 

当 外 力 通过 弯曲 中 心 4 且 平 行 于 截面 的 形 心 主轴 z 时 ， 用 同样 的 方法 ， 可 导出 付 曲 切 应 
力 的 计算 公式 为 








(с) 








Л ЈЕР, ЖЕЙ ЛЕ УУ F 作用 线 位 置 的 方程 


куйе | frraa (d) 
解 出 e, 便 确定 了 Fs 作用 线 位 置 。Fs 、Fs 两 作用 线 的 交点 就 是 弯曲 中 心 А. 
根据 上 述 分 析 ， 现 在 确定 图 7-30 所 示 权 型 和 截面 弯曲 中 心 4 的 位 置 (图 7-31d)。 由 式 
(a) 知 ， 上 蛋 缘 处 距 右边 绿 线 为 n 处 的 切 应 力 





[б 1,8 2]. 
HO 2657 PRA В БЛ, HI (b) 
Л Fs h26b2 
F; e = | hr..(m)8dm = 
7 0 


41, 
Jae, AR S НЕ Т» 4 的 位 置 





_ óh? b° 
41 


5 Н НРС АЧ ж. RSR EKJL RIES, 0 897 7 НО ЈУ 29. JLE A DL ИШ НУРИ |: 
心 位 置 列 于 表 7-2 中 。 





C 








17-2 Л їйї E ШК ЩН УНУ E 





在 狭长 矩形 中 线 的 交点 在 形 心 上 











ненае 弹性 曲线 微分 方程 











梁 在 载 合作 用 下 发 生平 面 宅 曲 ， 其 轴线 由 直线 变 为 一 条 连续 光滑 的 平面 曲线 ， 该 曲线 称 
ЭН) 35 В еў lE В Ж (图 7-32)。 为 表示 妆 的 变形 程度 ， 取 坐标 系 Oxy。 在 小 变形 的 情 
况 下 ， 深 轴线 上 坐标 为 x 的 任意 一 点 ， 即 任意 规 面 的 形 心 ， 在 变形 过 程 中 沿 x 方 问 的 线 位 移 
и AKANI, E y ARME v 可 以 认为 就 是 截面 形 心 的 线 位 移 ， 我 们 称 线 位 移 " HIR 
度 。 一 般 情 况 下 挠 度 都 是 截面 位 置 x 的 函数 

у= v(%) (7-19) 
上 式 称 为 挠 曲线 万 程 。 

屯 曲 变形 后 的 模 截 面 仍 与 变形 后 的 轴线 ( 挠 曲线 ) 相 牌 直 ， 即 相对 变形 前 的 位 置 绕 中 

性 轴 还 产生 一 个 角 位 移 0， 称 Ө 为 截面 的 转角 。0 也 是 随 截 面 位 置 的 不 同 而 变化 的 
Ө = 0(x) (7-20) 











| 
| 


ш, 


щн Ч 
1 
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上 式 称 为 转角 方程 。 ú 
由 图 7-32 可 以 看 出 ， 转 角 Ө 与 挠 曲线 在 该 点 
切线 的 倾角 相等 。 在 小 变形 的 情况 下 


О 
0 
dv /N p ZN x 
В ваб (7-21) ха ШЕ 29%, 
ах É 


即 ， 截 面 转角 近似 地 等 于 挠 曲线 在 该 截面 处 的 j AT 
斜率 。 
在 图 7-32 所 示 的 坐标 系 中 ， 规 定向 上 的 挠 度 
为 正 ， 向 下 的 挠 度 为 负 ， 道 时 针 的 转角 为 正 ， 顺 ы лш 
时 针 的 转角 为 负 。 
在 建立 纯 弯 曲 正 应 力 计算 公式 时 ， 曾 得 到 曲率 公式 ( 式 〈7-4) ) 





1 

p 
在 剪 力 弯曲 的 情况 下 ， 如 果 是 细 长 梁 ， 剪 力 对 变形 的 影响 可 以 忽略 ， 上 式 仍然 适用 ， 但 是 曲 
RAZEN x 的 函数 














1 _M.(x) а) 
p(x) El, 
由 高 等 数学 可 知 ， 任 一 平面 曲线 v=v(x) 上 ， 任 意 一 点 的 曲率 为 
д2 
1 w 
aee e o (b) 


р(х) 1 А P | 


由 于 工程 实际 中 的 梁 变 形 一 般 部 很 小 ， 拨 曲线 是 一 条 极 平坦 的 曲线 ， (EEFE) 的 数 





2 
人 很 小 ， 式 (b) 中 [至 | 与 1 相 比 可 以 略 去 ， 于 是 得 到 近 亿 式 





1 d?v 
ПОЕ (е) 
由 式 (а), = (с) 两 式 可 得 
də M (x) 
"ы ск, = 








2 
根据 7. 1 中 关于 索 矩 的 符号 规定 ， 在 图 7-33 БАЙК Я СЕ, BEM, 与 二 阶 导 数 人 的 正 


负 号 始终 一 致 ， 因 此 式 (d) 的 左 端 应 取 正 号 ， 即 
də Е М.(х) 
dx? ЕТ, 

式 (7-22) 称 为 染 的 挠 曲线 近似 微分 方程 。 求 解 此 方程 可 得 到 挠 曲线 方程 及 转角 方程 ， 并 可 

进一步 求 出 任意 截面 的 挠 度 、 转 角 。 


(7-22) 











直接 积分 求 梁 的 变形 


对 挠 曲线 近似 微分 方程 (7-22) 积分 ， 即 可 求 得 染 的 转角 方程 和 挠 曲线 方程 。 对 于 等 截 
ШЖ, MERRE EL 为 常量 ,方程 (7-22) 可 改写 为 如 下 形式 





EIv" = M (x) (7-23) 

将 上 陈 连 续 积 分 两 次 ， 分 别 得 
El." = ЕТ,Ө = |М,(х)дх + С (7-24) 
Elv = || [М,(х)дх | dx + Сх + D (7-25) 





式 中 ,，C、D 为 积分 常数 ， 可 根据 梁 的 已 知 变 形 条 件 来 确定 。 已 知 的 变形 条 件 包括 两 类 一 是 
边界 条 件 ， 即 架 的 被 约束 截面 的 挠 度 、 转 角 为 零 或 为 已 知 量 ; 二 是 变形 的 连续 条 件 ， 即 在 梁 的 
任 一 堆 面 处 ， 挠 度 、 转 角 都 是 连续 的 。 下 面 举例 说 明 。 


例 7-10 图 7-34 х 2, НШ h JJ F 
EH, EAREN ЕТ 为 常量 ， 试 求 梁 的 最 大 挠 度 
与 最 大 转角 。 

解 : (1) ISEN E 





M (x) = Е(1- x) ( a) 
(2) 建立 挠 曲线 近似 微分 方程 
Elv" = Е(1-х) (b) 
(3) 积分 求 通 解 
2 
вө = |) +c Ce 
[ x` 
ЕГ» = F(z - =] + ce + (d) 
2 б 
(4) ЖЕЛАЛ Ж, EE А 处 已 知 的 位 移 边 界 条 件 为 
Ulah (e) 
v|,.o=0 ( f) 


将 边界 条 件 式 (e). =Ç (f) 分 别 代 入 式 (с), А (d) 得 
G = 0 D = 0 
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x (5) 转角 方程 及 挠 曲线 方程 
将 常数 C、D 值 代入 式 (о) È (qd)， 得 梁 的 转角 方程 与 挠 曲线 方程 
2 


F x 
Ө = |l —- — 
去 | 5 (g) 
Е (1 ‚ 
"= |> S] (h) 
ЕТ \ 2 6 


(6) 求 最 大 挠 度 与 最 大 转角 
UED, RARESA RAIRE E HAm B ЛШ ЖЯ E <= 1 ARAN (g) A 
(h), 1 








F? 

0 = 0 | „= 

max х=] TAL 
ЕГ 

р = | = (1) 


所 得 结果 均 为 正 值 ， 表 示 B 截面 的 转角 为 逆 时 针 转 癌 ，B ТАК Е In] Е. 
例 7-11 图 7-35 MRLE, ZRP FEH, ELN WE, KRR EA EE ЛА M E 
面 的 转角 。 








图 。7-35 


解 : (1) 建立 挠 曲线 近似 微分 方程 
求 得 约束 力 后 分 段 列 出 弯 矩 方程 式 ， 并 建立 挠 曲线 近似 微分 方程 如 下 


ACE О<х Sa СВ а<х,<!1 





ЕЬ Pb 
М (x) ii (a) М, (x,) шка ¿j (x-a) (b) 


Fb 
x, (c) El v,=—x,-F (x,-a) (d) 


Fb 
El v = — ; 


l 


(2) 积分 求 通 解 
对 AC 段 及 CB 段 的 挠 曲线 近似 微分 方程 式 分 别 积分 两 次 ， 得 








ACE О<х Sa СВ а<х,<!1 
o Fb% ,Fb x (ж-а)? 
с та 2 1 (e) El v= | 2 -F 7 +C, (f) 
Fb xi Fb x3 _ (x;-a)° 
Elv, Bra y am (g) BaT y 6 +C,x,+D, (h) 





vI | 。 =0 = 0 (1) 
v3 p =0 G) 
变形 连续 条 件 
ür lasa v2 | =a (k) 
(1) 


将 式 (е), 0 (f). A (g) ЖА (h) 分 别 相 应 代入 式 (i). А (j). A (k) ЖА (1), 
并 联 立 求解 ， 得 


(4) 转角 方程 与 挠 曲线 方程 
将 C... C, Р, K D, 之 值 代 入 式 (е), Ñ (f)、 式 (6) KA (h), 44 


ACE О<х Sa СВ а<х„<!1 


Fb 2 72,12 Fb 2 72 y2 3/ 2 

ЕТ v =—— (3x11 +b) (m) Elas (303-1 +b°)—- — (x-a) | (n) 
61 61 b 
Fbx Fb l 

Elv = Cati) (o) Еау) | Өй-Ё+У ул, (a) | (р) 





(5) Ќа К 
ЮЖ а>, Ша КЕБЕТЕ AC 段 。 最 大 挠 度 所 在 截面 转角 应 为 零 。 因 此 ， 右 用 xo Ж 


示 挠 度 最 大 的 截面 位 置 ， 则 由 w=0， 得 


Fb 
— (3x - Ë +b)=0 








бЕІ 1 
故 有 
[7 – р? 
хо = 3 (q) 
将 式 (q) RAR (o) ， 得 最 大 挠 度 
E 
и 5 (2) 
9/3 ЕТ, l 





由 式 (q) Ж (r) 可 见 ， "b= M. 即 力 下 作用 于 跨度 中 点 时 ， 最 大 挠 度 所 在 截面 











| 
| 


oN 


нн 4 
1 


新 编 材 料 力 学 第 3 版 








位 置 为 
% 5 (5) 
当 6 一 0 HJ, BJ К ЙЕН дА Е р x Ч 
Xo -Ll o, 5771 (1) 


比较 式 (s) 与 式 ( 可见， 两 种 极限 情况 下 发 生 最 大 挠 度 的 鹤 面 位 置 相 差 不 大 。 由 于 简 
文 梁 的 挠 曲线 是 光滑 曲线 ， 所 以 可 用 跨度 中 点 的 搁 度 近似 地 表示 人 简 支 梁 在 任意 位 置 受 集中 力 
作用 时 所 产生 的 最 大 挠 度 。 

(6) 求 梁 两 端的 转角 ER (m) Ма (n) ¥, AIS х, =0 K x,=1， 化 简 后 得 梁 两 
Ўто ВЧ FE FA N 





Ө, Е vi ЕТ 


Fab 
= 一 (Í +b) 
бЕТІ 





Op =v; Pr 
Fab 


三 一 (l+ 
n 


要 加 原理 与 又 加 法 求 变形 





通过 前 两 例 的 结果 可 以 看 出 ， 转 角 、 搁 度 都 与 作用 的 载 傈 成 正比 ， 这 是 因为 我 们 在 推导 
挠 曲线 近似 微分 方程 (7-22) 时 ， 是 在 小 变形 及 材料 服从 胡 克 定律 的 前 提 下 ， 则 式 (7-22) 
d27 М,(х) 
dx? Е, 
是 线性 方程 ， 而 M (xz) 是 根据 初始 尺寸 计算 的 ， 因 此 М(х) УУР [BB e Zk ES £. ВИ, 
梁 上 同时 作用 几 个 载 答 产生 的 内 力 、 变 形 ， 等 于 每 一 个 载 合 单独 作用 产生 的 内 力 、 变 形 的 代数 和 
(也 适用 于 其 他 的 基本 变形 )， 这 就 是 又 加 原理 。 
当 染 上 同时 作用 几 个 载荷 ， 而 且 只 需求 出 某 几 个 特定 截面 的 转角 和 挠 度 (不 需要 知道 
拱 曲 线 方 程 ) 时 ， 用 积分 法 显得 繁 天， 用 车 加 法 要 方便 得 多 。 




















工程 上 为 方便 起 见 , 将 常见 梁 在 简单 载 集 作用 下 的 变形 计算 结果 制 成 表格 ， 供 随时 查 
用 。 表 7-3 给 出 了 人 徐 单 载 倚 作 用 下 几 种 深 的 挠 曲线 方程 、 最 大 挠 度 及 端 规 面 的 转角 。 
表 7-3 梁 在 简单 载荷 作用 下 的 变形 





HW 梁 的 简 图 挠 曲线 方程 最 大 挠 度 








чо 


Y BU a E 




















А Рг. 
Ет 


0=<x<a 
_ 2 ) 
е6 


а<х<[ 


__ qx 


= 24EI 





(х2-41х+6/?) 


М x 
=- 一 -一 ( /一 21— 
v БЕЙ xj (2i=x) 





М x 
v=— (l -3b -x° ) 
6Ell 


0=<x=<a 

Жы О Жү 
6ЕП 
+(P-3b°)x] 


a<x<l 
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( 续 ) 
Т 梁 的 简 图 挠 曲线 方程 端 截面 转角 最 大 挠 度 
y F 
77 в В 
9 d Ea 
1/2 1/2 
ЕЬ Б 
Js= 22-62) 处 ， 
6ЕП = 
0=<x<a Fab( 1+6) И МЕ 
4 一 —| —4 х-а 
6EH ` b КО 9/3 ЕП 
+(1°-Ь?)ух-х?] В ЄЕП TER. 
a<x<l 2 
ЕЬ( 317 -4Ь°.) 
2 ASE 
y q 
YYYYYYYYYYYYYYYYYB sql’ 
11 9 Clu J (12-2152 +x) c=- 
2 Өв 7 З84ЕІ 
Гах 1 
= P- 2 二 一 一 
v a х) Ө, > Ó, 
О<х=/ Fal 
Еа? 
1? F(x-l) 6EI v=- zg +o) 
人 一 一 
6ЕІ Fa 
p: s= —— 
[a(3x-1)-(x-1)? ] € 6Е] 
[= x< (I+a) (21+3За) 











| 7-12 图 7-36a 所 示 简 文 染 ， 求 截面 C Zn je E K B ЕШ АЈДЕ ЕТ, 
为 常量 。 

解 : 根据 车 加 原理 ,C 截面 处 的 找 度 等 于 均 布 力 gq 和 集中 力 偶 1 分别 单 独 作用 时 С E 
面 处 挠 度 的 代数 和 ,中 截面 的 转角 等 于 均 布 力 9 和 集中 力 偶 M. 分 别 单 独 作 用 时 В 截面 转角 
的 代数 和 (图 7-36b c). 

HK 7-3 中 的 6 查 得 











МР д1“ 


M Т6ЕТ 16EL 





(Í) 





M.I 4 
Ө, = (2) 
6EL. 6EL. 





再 由 表 7-3 中 的 11 查 得 








U ql _ sql _ 194 (1) 
c @ “G J6EL 384EL 384EI, 

3 3 
ql ql 
бв = ви + Op SRL AEL 














a) 


Moe=gl Ç @ 
b) 


c) 





К 7-36 图 7-37 


例 7-13 Ё 7-37a RARR, EL NKE, K AEA A 6 E 











解 : Ша НА PREH, BATEA, 仍然 可 以 用 车 加 法 求解 。 
为 利用 表 7-3 中 的 结果 ， 先 将 均 布 载 集 延长 到 全 梁 ， 然后 在 BC 段 加 上 集 度 相同 、 方 回 


相反 的 均 布 力 ， 如 图 7-37b 所 示 。 
将 图 7-37b 分 解 为 图 7-37c、d， 查 表 有 
ш 241° 
4021) __ 24 (|) 


A SET, ЕГ, 


= + 0 x1= 0 9 р 
Е А SEL 6EL 24ЕГ, 
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24 741 414 
а (р) 
ЕІ 24El. 24E1, 





Па = VA t va 三 一 


曲 杆 弯曲 


工程 中 经 钊 遇 到 一 些 轴线 为 曲线 的 杆 件 ， 我 们 将 它们 叫 作 曲 杆 〈 如 吊 钧 、 链 环 等 ) Ж 
节 仅 对 平面 大 曲率 曲 杆 在 纯 榴 曲 变 形 下 的 应 力作 简要 讨论 。 所 谓 平 面 曲 杆 承 是 具有 一 对 称 平 
面 且 轴线 位 于 对 称 平面 内 的 曲 杆 。 

图 7-38a 所 示 平 面 曲 杆 ， 其 轴线 曲率 半径 为 尺 ， 在 对 称 平面 内 作用 一 对 外 态 偶 М, 2 
生 纯 弯曲 变形 ， 下 面 讨论 横 截面 上 的 正 应 力 分 布 情况 。 








图 7-38 
与 直 梁 的 正 应 力 分 析 类 似 ， 我 们 用 夹 角 为 db 的 两 个 横 和 截面 m-m 和 п-п 截取 一 微 段 (图 
7-38a、b) ，3 引 入 平面 假设 ， 即 平面 曲 杆 在 纯 写 曲 过 程 中 ,， 横 截面 始终 保持 为 平面 ,但 要 绕 








中 性 轴 转 过 某 一 角度 。 设 微 段 变形 后 右边 截面 相对 于 左边 截面 转 过 A (40) AE, RR M 
的 对 称 轴 为 y H, 2 轴 为 中 性 轴 (位 置 尚 未 确定 )， 如 图 7-38c 所 示 。 设 中 性 层 的 曲率 半径 为 
R,。， 做 段 上 距 中 性 层 为 y 的 任 一 层面 ab 变形 前 的 弧 长 为 

ab = (R, — y)d0 = pd0 
式 中 ,p=Ro-y 为 距 中 性 层 为 y 处 的 任 一 层面 变形 前 的 曲率 半径 。 该 层面 变形 后 长 度 的 改变 


量 为 66'=-yA (40), ， 因 此 其 线 应 变 为 














Бр” y А(40) y A(d0) 
ё, = = == == (а) 
т ор 40 R -у db 
A(db) 





因为 同一 模 截 面 上 ， T 为 第 量 ， 所 以 由 式 (а) 看 出 ， 应 变 e, KIZ AE А HI 26 РА 


数 。 假 设 曲 杆 弯曲 时 妆 克 定律 o,=Ee, 仍 适 用 ， 则 有 
y A(d0O) 
Ку = y 40 





(b) 
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式 (b) 表明 ， ee 727 с, 随 y 按 双 曲 线 规律 变化 〈 图 7-38d) 。 
根据 式 (b) 还 不 能 确定 o, 的 大 小 ,因为 中 性 轴 z 的 位 置 未 定 ，Ro 是 未 知 的 ， 而 且 


аы кув.) 为 解决 这 些 问题 ， 需 要 进一步 考虑 静 力 学 方面 的 平衡 条 件 。 
如 图 7-39 所 示 ， 由 平衡 条 件 >F,=0 得 
Fy = | oa4=0 (e) 


= в | 7 и =0 











Е 











ERP, 56022, WE 
| е -d4 = (d) 
R 
Jl а а =0 
Rf - Ја =о 
于 是 ， 中 性 层 的 曲率 半径 为 ШОШ 


(7-26) 





A 
| и 
A P 
由 于 曲 杆 的 曲率 中 心 e 为 已 知 ， 所 以 根据 式 (7-26) 求 得 R 的 值 后 ， 便 可 确定 中 性 轴 的 位 置 。 由 
式 (d) 可 见 ， 按 平衡 条 件 >F =0 所 得 出 的 结果 与 直 梁 不 同 ， 并 没有 得 出 横 截 面 对 中 性 轴 z 的 更 
和 矩 为 零 的 结论 ， 因 此 ， 曲 杆 膏 曲 时 中 性 轴 不 通过 形 心 。 
由 平衡 条 件 EM =0, 得 


_ A Е кш 


Мол к —44- Е 


考虑 到 式 (d) ， 上 陈 中 第 一 个 积分 为 零 ， 第 二 个 积分 为 可 截面 对 中 性 轴 。 НУЛЕ S, EIÑ 
可 与 为 





























mep а 
d0 
即 
А( 10) М, (е) 
10 ES. i 
将 式 (е) 代入 式 (b) 得 
M M 
K СИҢ sns (7-27) 
S, Ro =y p 
шту 
129 SEE 


[а]! = 
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式 (7-27) 即 为 平面 大 曲率 曲 杆 纯 弯 曲 时 椰 截 面 上 的 正 应 力 计算 公 式 。 
式 中 1 .一 一 横 截 面 上 的 弯 矩 ; 
.一 一 整个 截面 对 中 性 轴 НИЕ 〈 由 于 z 不 过 形 心 ， 所 以 3. 天 0) ; 
7 一 一 欲求 应 力 点 到 中 性 轴 z; 的 距离 ; 
p 一 一 欲求 应 力 点 所 在 层面 变形 前 的 曲率 半径 ; 
及 一 一 中 性 层 的 曲率 半径 (由 式 (7-26) 确定 ) 。 
例 7-14 在 图 7-40 所 示 曲 杆 中 ， 已 知 : А, =50mm, R,=30mm, b=10mm, ###E M= 60 
N .m。 求 曲 杆 中 的 最 大 拉 应 力 及 最 大 压 应 力 。 





К 7-40 





== 解 : (1) 求 中 性 层 曲率 半径 R. 
取 面 积 元 素 d4=bdp。 由 式 (7-26) 得 





kea Мы Кл. а = 
J ак ья 
4 p R, P R, 
(2) KER M XI P PER AP E 5, 
设 截面 形 心 到 中 性 轴 的 距离 为 y, 则 


1 1 
y = Re - К, = (Ri +a) s= hs ү + 30)mm - 39. 2mm = 0. 8mm 


H Ja ñf E 
S, = Ду =b(R, - R,)y = 10тт x (50 - 30)mm x 0. 8mm = 160mm’ 


(3) 求 最 大 弯曲 应 力 
由 图 可 知 最 大 拉 应 力 在 曲 杆 的 外 侧 ， 而 最 大 压 应 力 在 曲 杆 内 侧 。 
М(К = К) 60N.mx(50 – 39.2) х 10 m 
с. = = = 81МРа 
i SR; 160 x 107° х 50 x 10 m 


max 





О NS = 
ша S-k; 160 x 107° x 30 x 10 m! 


@ = 


7-1 试 求 习 题 7-1 图 所 示 各 梁 中 指定 截面 ( 标 有 细 线 者 ) 上 的 剪 力 及 弯 和 矩 ， 其 中 1-1. 2-2. 3-3 截面 


[=] 
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无 限 接近 于 截面 В 或 截面 C。 


7-2 试 列 习 题 7-2 图 所 示 各 梁 的 藤 力 方程 及 弯 矩 方程 ， 并 作 藤 力图 和 弯 矩 图 。 


7-3 利用 g、Fs 及 MM, 间 的 微分 关系 ， 试 作 习 题 7-3 тА ЕН Р, M, 图 。 
7-4 已 知 简 文 染 的 索 矩 图 如 习题 7-4 图 所 示 。 试 作 该 梁 的 藤 力 图 和 载 信 图 。 





f) 





习题 7-1 图 





g) 


h) 


习题 7-2 图 
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КУ, 
2Р1 





习题 7-3 图 





с) d) 


习题 7-4 图 





7-5 试 利用 载荷 、 剪 力 和 弯 矩 间 的 关系 检查 习题 7-5 图 所 示 剪 力图 和 弯 和 矩 图 ， 并 将 错误 处 加 以 改正 。 
7-6 JW 7-6 ÉE Br ЈАЈЕ. МА (М 图 画 在 受 压 侧 ) 。 











ü E ü 
条 = u 





(M) A 


ql? 





d) 


习题 7-5 图 


4 
| 
бе О 2 





d) 


习题 7-6 图 
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7-7 ”等 截面 梁 在 纵向 对 称 面 内 受 力 偶 作 用 发 生平 面 弯 曲 ， 试 对 习题 7-7 图 所 示 各 种 不 同形 状 的 横 截 
面 ， 和 定性 绘 出 正 应 力 沿 截 面 竖 线 1-1 及 2-2 的 分 布 图 。 

7-8 习题 7-8 图 所 示 直 径 为 d 的 金属 丝 ， 绕 在 直径 为 D 的 轮 缘 上 ， 已 知 材料 的 弹性 模 量 为 下 ， 试 求 金 
属 丝 内 的 最 大 弯曲 正 应 力 。 

7-9 简 文 染 受 均 布 载荷 如 习题 7-9 图 所 示 。 在 分 别 采 用 截面 面积 相等 的 实心 和 空心 圆规 面 ， 且 D = 
40mm ，dD，,=3Z5。 试 分 别 计算 它们 的 最 大 弯曲 正 应 力 。 并 问 空 心 截面 比 实心 截面 的 最 大 弯曲 正 应 力 减 少 
А 272707 


























е) 
习题 7-7 图 习题 7-8 图 
q=2kN/m 
b ФЗ 
ишити D 
on JAG 





习题 7-9 图 


7-10 了 字形 截 面 梁 如 习题 7-10 图 所 示 ， 试 求 梁 村 截面 上 的 最 大 拉 应 力 。 





习题 7-10 图 
7-11 由 钢板 焊接 组 成 的 箱 式 截面 梁 ， 尺 寸 如 习题 7-11 图 所 示 。 试 求 梁 内 的 最 大 正 应 力 及 最 大 切 应 力 ， 








并 计算 焊 颖 上 的 最 大 切 应 力 ， 画 出 它们 所 在 点 的 应 力 状 态 图 。 
7-12 习题 7-12 KERR, BA F=20kN, h=60mm, b=30mm, ЖШ КА, В, С, Р, EK 
点 的 应 力 状态 图 ， 并 求 各 点 的 主 应 力 。 





q=40kN/m 








习题 7-12 图 
7-13” 试 绘 出 习题 7-13 图 所 示 昨 辟 染 中 截 出 部 分 的 受 力图 ， 并 说 明 该 部 分 如 何平 衡 ? 





习题 7-13 图 


7-14 汽车 前 桥 如 习题 7-14 图 所 示 。 通 过 电 测 试验 测 得 汽车 满载 时 ， 横梁 中 间 截 面 上 表面 压 应 变 є = 
-360x10 °, 已 知 材 料 弹 性 模 量 =210GPa。 求 前 桥 所 受 横 向 载荷 的 值 (已 知 中 间 截 面 1 = 185cm” )。 





7-15” 箱 形 截 面 钢 套 与 矩形 截面 木 杆 牢 固 地 烙 
结 成 复合 材料 梁 ， 如 习题 7-15 KAR, JK > #5 RB 
M.=2kM : m。 钢 和 木材 的 弹性 模 量 分 别 为 E. = 
200СРа, Е, = 10CPa。 试 求 钢 套 与 木 杆 的 最 大 正 应 
力 GER: 平面 假设 仍然 成 立 ) 。 

7-16 简 支 梁 中 点 受 下 = 10kN 的 集中 力作 用 。 
跨度 1=4m， 横 截面 为 矩形 ， 如 习题 7-16 图 所 示 ， 截 
面 下 部 为 松木 ， 上 部 为 加 强 钢板 。 钢 、 木 间 牢 固 地 
АЕ, ВЕ Е =1/X20。 试 计算 钢板 与 松木 
中 的 最 大 正 应 力 。 

7-17 习题 7-17 图 所 示人 简 文 架 由 №18 工人 字 钢 制 成 ， 在 外 载 全 作用 下 ， 测 得 横 截 面 4 底 边 的 纵向 正 应 
Як e= 3.0x10 2, 已 知 钢 的 弹性 模 量 =200GPa，a=1m。 试 计算 梁 内 的 最 大 弯曲 正 应 力 。 

7-18 习题 7-18 图 所 示 各 梁 的 抗 弯 刚度 均 为 常数 ， 试 分 别 画 出 各 梁 的 找 曲 线 大 人 致 形状 。 





习题 7-14 图 
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习题 7-15 图 М. 7-17 


Е Ë Me Me 
4 C В D A C D В 
а) b) 
Ме M. F 
A С D B A C D В 
F 
| a a a | | a a a 
c) d) 


习题 7-18 图 
7-19 写 出 习题 7-19 图 所 示 各 梁 用 积分 法 求 变形 时 确定 积分 常数 的 条 件 ， 其 中 图 ce 中 BC 杆 的 抗 拉 刚 








и x EA, Ba 中 弹性 支 座 有 处 弹 答 的 刚度 系数 为 K(N/m) ， 梁 的 抗 柠 刚度 均 为 常量 。 


Е q 


A В + 
Д Я | 





习题 7-19 图 
7-20 ”用 积分 法 求 习 题 7-20 图 所 示 各 深 的 挠 曲线 方程 式 及 目 由 端的 挠 度 和 转角 。 抗 村 刚度 ЕТ. 均 为 常量 。 








习题 7-20 图 
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7-21 01026 27 81 7-21 图 所 示 各 梁 А 截面 处 的 抄 度 及 B 截面 的 转角 。 抗 弯 刚 度 ET 均 为 常量 。 

7-22 习题 7-22 图 所 示 重 力 为 下 的 等 截面 均 质 直 染 放 置 在 水 平 刚 性 平面 上 ， 奇 受 力 后 未 提起 部 分 保持 
与 平面 密 合 ， 试 求 提起 部 分 的 长 度 a. 

7-23 ”习题 7-23 图 所 示 梁 的 轴线 弯 成 怎样 的 曲线 时 才能 使 载荷 在 梁 上 移动 ， 此 时 左 段 粱 恰好 是 一 条 水 
平 线 。 试 写 出 梁 曲 线 的 方程 。 梁 的 EL 为 已 知 。 


ga q гі ql 
B A 
A B 1 1 











iD 一 
iD 一 
з м 


c) d) 
习题 7-21 图 





y 
X 
F 
- 
习题 7-22 图 习题 7-23 图 


7-24 ”习题 7-24 图 所 示 曲 杆 ，M.,=400N m, 求 最 大 拉 应 力 和 压 应 力 。 





110 


M M e (208 
C `), 
му 
20 


习题 7-24 图 
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组 合 内 力 时 杆 件 应 力 计算 


第 5、6、7 章 分 别 研究 了 杆 件 模 截面 上 只 作用 有 轴 力 Кү, AET — Jj М 等 
一 个 内 力 分 量 时 的 应 力 与 变形 计算 问题 。 本 章 将 研究 截面 同时 存在 两 个 或 两 个 以 上 内 力 分 量 
( 即 组 合 内 力 ) 时 杆 件 应 力 计算 问题 。 对 于 小 变形 与 线性 弹性 问题 ， 可 用 喜 加 原理 来 解决 ， 
即 分 别 计算 对 应 每 一 内 力 分 量 时 截面 上 某 点 应 力 ， 然 后 痘 加 起 来 ， 即 为 组 合 内 力 时 该 点 的 
应 力 。 


PXW яза 


8.1.1 j ëE FS J SNE HEE 





图 8-1a 所 示 的 杆 件 ， 作 用 于 端面 形 心 C 的 外 力 正 垂直 于 轴线 *， 与 主轴 z 夹 角 为 B。 将 
F EARR F, F, 两 个 分 量 


F, = Fsing (a) 





a) 


图 8-1 
在 F, 单独 作用 下 杆 件 将 在 хОу 平面 内 发 生平 面 弯曲 变形 ; 在 F. IEH ТЇ ТЕ xOz `É 
面 内 发 生平 面 仪 曲 变 形 ， 任 一 截面 4 有 两 个 内 力 分 量 (忽略 剪 力 ， 如 图 8-1b 所 示 ) BB 
M, = Е,(1- x) M, =F (l- x) (b) 
变形 后 在 两 个 平面 内 沿 y、z 方 回 的 位 移 分 别 由 表 7-3 序号 3 中 查 出 为 
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F x Fx? 
v= a = з= k — 31) sinB 
2 ? Ех? 
w = (x= 31) = (х – 31) соѕ [8 
бЕТ, бЕІ, 
合 位移 f= tw, Ej EH z E ff Ф 
I 
tang == 一 tanB (d) 
w L 





由 式 (d) WR, =, ( 正 多 边 形 截面 或 圆 形 截面 ) 时 ，p=B， 挠 曲线 与 载荷 共 面 ， 
发 生平 面 弯 曲 〈 图 8-2a) ; "I. 21, (矩形 或 工 字 型 截面 等 ) 时 ，p 夭 B， 挠 曲线 与 载荷 不 共 
面 ， 这 种 变形 称 为 斜 弯 曲 〈 图 8-2b) ， 是 两 个 相 垂 直 平面 内 弯曲 的 组 合 变形 。 





Pelo yi: ti E 





a) b) 


图 8-2 
8.1.2 横 截 面 上 应 力 计 算 
由 式 (7-5), Æ хОу ЩЩ, 截面 4 内 任 一 点 a(y, z) (图 8-1b) 的 应 力 








M, y 
с, =- ( 拉 应 力 ) 
在 x0z 面 内 弯曲 ， 点 a(y, z) 的 应 力 = 
М g н 
с" = 一 Е ( u 277) kx 
2), 124 а 取出 单元 体 如 图 8-3 所 示 ， 仍 为 单 
回应 力 状 态 ， 故 点 w(y，z) 的 应 力 为 o, = o! + 图 8-3 
o”, BẸ 
M, M, | 
o, =- y= — ( 拉 应 力 ) (8-1) 


I, I, 
式 (8-1) (注意 : 由 于 图 8-1b 中 已 标注 了 这 和 矩 的 实际 方向 ， 故 式 中 М,, М, 应 取 正 值 ) KH, 
笠 讨 遇 时 杆 件 某 一 棋 截 面 上 正 应 力 от, 大 小 按 平 面 规 律 分 布 (图 8-4 中 全 蓝 颜 色 的 面 ) ， 该 应 力 
平面 与 横 截面 的 交 线 就 是 中 性 轴 。 中 性 轴 方 程 为 


M 


2 














M, 
+ —z = 0 
I° J 


ü y 
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是 一 条 通过 截面 形 心 的 斜 百 线 。 中 性 轴 与 主轴 z 
HEA а 可 由 式 (8-2) 确 定 ， 即 


M, 1, 
tanaw= -一 = 一 ”一 (8-3a ) 
= M I 


2 


H (a), 3 (b) 代入 式 (8-3a) ， 得 到 









1. 
tana =- соб (8-3) киш < 


HK (4) 和 式 (8-3b) 得 tana • їапф= -1, 
Wa HH ЕЕ 77 AKIRE (Eq 8-5). 


8.1.3 横 截 面 上 最 大 应 力 


最 大 应 力 仍 然 发 生 在 离 中 性 轴 最 远 的 点 上 。 
对 于 有 巴 角 点 的 稚 面 ， 例 如 矩形 、 工 字形 截面 
等 ， 最 大 应 力 发 生 在 某 凸 角 点 上 。 对 于 本 例如 图 8-5 所 示 ,， A 截面 上 e 点 有 最 大 拉 应 力 ， 
ий 
M, M, 
T со = v, + 2 (8-4a ) 


ДАН ХЕЛ Л, HE 

















PIT PEES ТАТО ЖИШШ ВЕ, EIS (уу, 2). O z) 有 最 大 正 应 力 ， 哪 一 
点 是 拉 应 力 ， 哪 一 点 是 压 应 力 可 由 变形 来 判断 。 将 。 /两 点 的 坐标 值 分 别 代入 式 (8-1) 
中 ， 即 得 最 大 正 应 力 值 。 


例 8-1 H 22а 工 字 钢 制 成 的 简 支 梁 ， 如 图 8-7 所 示 。 已 知 : L=1m, F =8kN. F, = 
12kN 、 工 字 钢 的 W = 40. ст? , У, = 309ст?, д КЁ) Б K ED JJ. 

解 : 作用 于 梁 上 的 外 力 分 别 在 хОу, xOz 两 个 形 心 主轴 平面 内 ， 染 ОВ RERS I. 27 
别 求 出 在 两 个 平面 内 的 约束 力 ， 并 画 出 弯 矩 网 。 








My C D 
2.67kN-m ç 
5.33kN°m 
图 8-7 


M, =2.671kN · т, М, =8kN т, M, =5.33kN -m , M, 
对 于 C 截面 ，e、f 两 点 分 别 有 最 大 拉 应 力 与 最 大 压 应 力 ， 其 值 为 


° 








(2.67 x 10° ‚_8Х 10° 
40.9 х 107° 309 х 107° 
= 91.2 х 10°Ра = 91. 2МРа 
XF DRE, е, ГАУ Лу JJ уве КЕЛУ 77, HEN 





5.33 х 10° 4 x 10° 
= | 一 | Pa 


40.9 x 107° 309 x 107° 
143.3 x 10°Pa = 143. 3MPa 
故 梁 的 最 大 正 应 力 在 D ЖАШ е, SWARE, HE 

O = = 143. ЗМРа 


Х max 


ПИ 偏心 拉 伸 与 压缩 


8.2.1 模 截 面 上 的 内 力 


,=4kN 。 m 





图 8-8a 所 示 杆 件 ， 作 用 在 点 4(y,，z,) 的 外 力 下 与 杆 件 轴线 * 平行 ， 与 端面 形 心 C 的 全 


DERA y, zo KJ F AREO CFE, GIRAR Р", m 
F'=F 


у^ 
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任 一 模 截 面 上 有 三 个 内 力 分 量 : 


轴 力 Per ыр 

С: M,=m,=F + z, 

=: М,=т„=Е+ у, 

ШЖ КЩ Е Ру 77 а пу А, {фән (ЖАЙ) 实际 上 是 拉 伸 (Жїй) Б® ИНН ЛЕЁ, 


8.2.2 模 截 面 上 的 应 力 














分 别 计算 每 个 内 力 分 量 在 该 模 稚 面 上 任 一 点 aly, z) 
的 应 力 
, Fy F 
т =——ж=— 
i A A 
, М, F> z, 
O, = Z 
l; l; 
图 8-9 
m M, кз Ук 
O, ш I y ш I y 
将 上 面 三 个 应 力 QES.: 图 8-8b 中 ， 应 力 与 内 力 分 量 均 标 注 为 实际 方向， 故 均 取 正 信 ; 
ЭШК Р НЛ УШ {н Г) 全 加 起 来 ， 得 到 在 原 外 力作 用 下 点 a 的 应 力 。 围 绕 点 a 取 一 
[=] [=] 
142 L 


| 4 


单元 体 (图 8-9), 1 Л ПК, дда AMJ o, =o !+o "+o ”, B 


(8-5) 





Ур Zp 
l ly 


AP, т, i DINER y. z 轴 的 惯性 半径 (参见 附录 A). 


式 (8-5) 表明 ， 横 鹤 面 上 应 力 大 小 按 平 面 规律 分 布 〈 图 8-10)， 该 应 力 平面 与 模 截 面 
交 线 就 是 中 性 轴 ， 其 方程 为 





y 2 
1+ у + 5220 (8-6) 


。 2 
1, ly 


中 性 轴 是 一 条 不 过 截面 形 心 的 斜 百 线 ， 如 图 8-11 所 示 。 中 性 轴 在 y、z АЕ 





图 8-10 图 8-11 

. 2 
L. 

b = у|,-0 =- 
?ғ 8-7 
ü (8-7) 
y 

b: = s= P= Б 
Е: 


8.2.3 横 截 面 上 的 最 大 应 力 


最 大 应 力 仍然 发 生 在 离 中 性 轴 最 远 的 点 上 。 对 于 有 山 角 点 的 截面 ， 例 如 和 窍 形 、 工 人 字形 截 
面 等 ， 最 大 应 力 发 生 在 某 凸 角 点 上 。 本 例 中 醒 和 截面 上 e 点 有 最 大 拉 应 力 ， 其 值 
F М, М, 
c =m =— +— + 
ç A W W 


y £ 


(8-8a ) 





ГАВ в КЛ (о, Уос. o” HAIER), HE 
М М 


F y z 
c. = =— - — - 
"S ü A W W 


y £ 
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对 于 没有 凸 角 点 的 截面 ， 如 图 8-12 所 示 截 面 ， 可 据 式 (8-6) 
或 式 (8-7) 先 确 定 中 性 轴 ， 然 后 做 平行 于 中 性 轴 且 与 截面 边界 
1907725, ЖИ elyi za) fOr 2) 有 最 大 正 应 力 ， 哪 
一 点 是 拉 应 力 ， 哪 一 点 是 压 应 力 可 由 变形 来 判断 。 将 e、f 两 点 
的 坐标 值 分 别 代 入 式 (8-5) 中 ， 即 得 最 大 正 应 力 值 。 





8.2.4 截面 核心 


在 图 8-8a 中 ， 硅 外 力 了 是 压力 ， 即 指 癌 端面 ， 称 为 偏心 压缩 。 在 土建 工程 中 ， 混 凝 土 
以 及 砖 石 建筑 物 的 立柱 等 均 是 承受 偏心 压缩 的 构件 。 混 凝 土 以 及 砖 石 等 材料 抗 拉 强度 低 ， 抗 
压强 度 高 ,希望 在 这 种 立柱 中 只 有 压 应 力 而 无 拉 应 力 。 由 于 中 
性 轴 是 截面 上 拉 、 压 应 力 的 分 界线 ， 为 使 截面 上 只 有 压 应 力 ， 
必须 使 中 性 轴 不 处 在 截面 的 范围 内 ， 其 极限 情况 是 与 截面 边界 
相 切 (图 8-13)。 由 式 (8-7) 知 ， 中 性 轴 的 位 置 完全 由 偏心 外 
Л) ЕЕН Ыы, А(у„, z) 的 位 置 所 决定 。 所 以 ， 若 使 截面 具有 压 
MEJ, Йе ТИ ЫЕ Л) FEASA, 2.) BJA E E — Е Ўш 
Н] ДА, й К eu E b, ЖЖ, XF T m U ЖАНАЛЕ, 
只 要 保证 压力 作用 在 截面 核心 内 ， 那 么 ， 横 截面 上 就 只 有 压 应 
力 ， 而 无 拉 应 力 了 。 

















例 8-2 矩形 截面 开口 链 环 ， 受 力 与 其 他 尺寸 如 图 8-14a 所 示 。 已 知 : b=10mm, h= 
14mm. e=15mm., F=800N, WK. 

(1) 链 环 直 段 部 分 槛 截面 上 最 大 拉 应 力 与 最 大 压 应 力 。 

(2) 大 使 直 段 部 分 槛 截面 上 均 为 压 应 力 时 ， 外 态 正 作用 线 与 直 段 部 分 截面 形 心 的 最 大 
距离 。 











解 : (1) 计算 链 环 二 段 部 分 横 和 截面 上 最 大 拉 、 压 应 力 。 将 连环 从 下 段 部 分 茶 一 截面 处 堆 


开 ， 截 面 上 将 作用 轴 力 Кү, BEM 两 个 内 力 分 量 (图 8-14Ь). 





第 8 章 组 合 内 力 时 杆 件 应 力 计算 一 


> F. =0, F. = 800N 


> М. = 0, М, = Е-е = 800 х 15 х 107° · м = 12№ · т 

















а Ев АЛУ 7] 
Fy M, Fy M, 
Cr == — 3 шше. —. 
а A W. bh bh? 
6 
一 800 6 x 12 
二 | 一 一 一 一 一 一 一 一 十 一 一 一 一 一 一 一 一 一 | Pa 
10 x 14 x 1079 10 x 14? x 107°? 
= 31 x 10°Ра = 31MPa 
模 截 面 上 最 大 奈 应 力 
Fy M, Fy M, 
С = — + = — + 
Е А W bh bh 
6 
800 6 х 12 
+ Ра 


(10 х 14 х 1076 10 х 142 х 107° 


= 42.4 х 10°Pa = 42. 4МРа 





(2) 最 大 距离 。 使 中 性 轴 问 右 平移 与 截面 BB 边 重 合 ， 此 时 截面 刚好 只 有 压 应 力 而 无 拉 
Л 27. HIE, 7 FERR SARME OER у. z, 可 由 式 (8-7) 计算 


h? 
i 12 h 14 a 
二 — — 二 — O = — = — mm = š mm 

у h 6 6 
2 

b? 

— Б Ж 

h sa 





y, 即 为 使 直 段 部 分 截面 刚好 只 有 压 应 力 时 外 力作 用 线 与 该 截面 形 心 的 最 大 距离 。 

例 8-3 确定 矩形 截面 的 截面 核心 。 

解 : 由 例 8-2 知 ， 对 图 8-15 所 示 和 矩形 截面 ， 若 使 中 性 轴 与 
BC ЖН), у, =һ/6, z,=0, B 1 (Һ/6, 0) 为 外 力作 用 
点 。 同 理 可 确定 点 2 (-h/6, 0) .点 3 (0, 6/6). 4 (0, -b/6) 
亦 为 外 力作 用 点 。 现 在 考虑 用 什么 曲线 将 这 四 点 连接 起 来 ， 从 而 
得 到 该 截面 的 截面 核心 。 为 此 ， 考 虑 中 性 轴 从 BC 边 绕 C 点 连续 
旋转 到 CD 边 ， 此 时 ,与 中 性 轴 相 对 应 的 外 力作 用 点 将 从 点 1 连 
续 移 动 到 点 3， 这 个 运动 轨迹 就 是 这 两 点 间 的 连 线 。C 点 是 这 些 
中 性 轴 的 共同 点 ， 将 其 坐标 (-h/2, -b/2) 代入 式 (8-6) 中 ， 
即 可 得 到 连 线 方程 式 
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F 
1 +—y + = Í! + = 0 
2) 2" к >> р 2 
12 12 
6 6 
Ep e ga 


上 式 说 明 点 1 到 点 3 间 连 线 是 下 线 。 同 样 ， 可 得 到 点 3 到 点 2、 点 2 到 点 4、 点 4 到 点 1 之 间 
连 线 均 为 直线 。 于 是 得 矩形 截面 的 截面 核心 是 个 疤 形 面积 ， 如 图 8-15 所 示 。 


DJ атеши 





图 8-16a 所 示 绪 构 ， 在 外 力 F EJ F, [ЛТ ОО, 段 任 一 横 截 面 B 上 有 扭矩 T=F b, 25 

Ж М,=К(1-х) WAAHI (099777 Р, ), ， 如 图 8-16b 所 示 。 扭 矩 7 引起 沿 截面 径 向 方 
向 线性 规律 分 布 的 切 应 力 ， 周 边 各 点 (包括 。、f 两 点 ) 切 应 力 最 大 ; BEER у 方向 线 
性 规律 分 布 的 正 应 力 ， 只 有 e、7 两 点 正 应 力 最 大 。 破 加 后 ， 截 面 上 任意 一 点 既 有 切 应 力 ， 
E 又 有 正 应 力 ; 而 e、f 两 点 的 正 应 力 与 切 应 力 同 时 达到 最 大 (图 8-16b)。 这 两 点 的 应 力 分 量 








可 计算 得 到 
T 
T z 1 
W, 
М, 
O, 一 
4 





围绕 点 。 取出 单元 体 (дуул Ки H Ен), ， 如 图 8-16c 所 示 ， 为 二 回应 力 状 
态 。 点 e 的 主 应 力 


WE H 

















o! cC +0 @ © = 2 С, 2 
” 2 2 ) 2 
, E с.\? 2 
即 лыр се (z т, 
с, = 0 (8-9) 











018-4 ”直径 d=50mm 的 齿轮 传动 轴 如 图 8-17a 所 示 ， 大 轮 直 径 D, =30cm， 承 受 铅 垂 向 
下 外 力 F =5kN; 小 轮 直径 D,=15cm， 承 受 水 平 外 力 Е, = 10kN; 1= 150mm。 试 确定 整个 齿 
轮轴 的 最 大 应 力 点 的 位 置 以 及 该 点 主 应 力 值 。 






т [ITT] 0.75kN.-m 


B C 
0.563kN-m 
0.188kN.m 
j ` 
B C 
1.125kN-m DSIN 
| тп 
М, 
е) Fann УД 
B C 
1.14kN.m 
0.676kN-m 
M 
f) 
B С 
图 8-17 











解 : ЕА н] В mE Е З ЕЁ, Ж р эЛ SEAR WJ FFF, УК JJ 
Е. F, 分 别 向 杆 轴线 平移 ;得 计算 简 图 如 图 8-17Ь 所 示 。 其 中 ， 
Di 30 x 10 ° 


ете 


分 别 作 M1 与 Mo. Fi, F, 单独 作用 下 的 内 力图 ， 如 图 8-170, d, е 所 示 。 由 于 轴 是 圆 截 
ШЇ, L = 帮 ， 故 虽然 是 在 М,, М, 两 个 垂直 方向 弯 矩 作用 下 ， 但 并 不 发 生 斜 弯曲 。 该 传动 轴 将 在 


kN .mm=0.73kN - m =M. 
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合 弯 矩 作用 面 内 发 生平 面 弯曲 ， 合 弯 和 矩 贺 如 图 8-17f 所 示 ， 对 于 BC 段 同 时 还 要 发 生 扭 转 。 
合 弯 和 矩 图 知 ， 最 大 弯 矩 发 生 在 忆 规 面 ， 其 值 





M aax = 1. 14КМ№ • m 
整个 传动 轴 的 最 大 应 力 出 现在 已 截面 e、/ 两 点 ， 如 图 8-17g 所 示 。e、f 两 点 的 应 力 分 
EN 
T T 16x0.75 х 10 N :-m 
T max = -一 = 一 一 = = 30. 6МРа 
W, xd т. 502 x 10 °mš 
16 
М nax M nax 32 x 1. 14 x 103N ° m 
С, = 一 -一 = — =———— =92.9МРа 
ü W па т. 50° х 107%? 
32 
е 点 的 主 应 力 








O, o 2 
max X max 2 
с = + т 














' 2 
| _ 区 oa (5 к. е | МРа = 102.1МРа 
| 2 2 
s. 0 
О, o 2 
_ max н 2 
O3 = ш + Т mas 
P ту 
2 
= 2 - (229) зве | MPa =- 9. 2Mpa 
2 2 























2 
= | _ 92.9 Ë J + 30.62 | MPa = 9. 2MPa 
2 2 
o, = 0 
O, С, 2 
O, 一 = 一 | к + Т. 
2 2 
2 
=|- 22.9 _ |- | -30.6 [MPa =- 102. 1MPa 
2 2 


@ = 


8-1 K) RR I| AH ЈА 8-1 图 所 示 ， 上 自由 端 作 用 一 垂直 于 染 轴 线 的 集中 力 入 ， 力 的 作用 线 在 图 上 以 n-n 
表示 。 试 分 析 各 梁 有 哪些 内 力 分 量 ,， 并 发 生 什么 变形 。 





和 T 


L Б. 


a) 


POLLİ 


f) 
习题 8-1 图 


8-2 习题 8-2 图 所 示 一 No 10 工 字 钢 制 成 的 悬臂 染 ， 在 端面 承受 通过 截面 形 心 且 与 z 轴 夹 角 为 a ШЕ 
直 于 梁 轴 线 的 集中 力作 用 。 试 问 a 取 何 值 时 截面 上 最 大 应 力 点 的 应 力 值 为 最 大 。 

8-3 习题 8-3 图 所 示人 简 文 梁 ， 已 知己 =10kN， 试 确定 : (1) 最 大 内 力 截 面 上 中 性 轴 的 位 置 ; (2) 最 大 
正 应 力 。 























1500 1500 


习题 8-2 图 习题 “8-3 图 
8-4 ЖМЖ Б = 30mm, h= 60mm 的 悬臂 梁 如 习题 8-4 图 所 示 。 已 知 , B= 30°, I = 400mm, l= 
600mm， 材 料 的 弹性 模 量 Е=200СРа; 若 已 测 得 梁 的 上 表面 距 侧面 为 e=5mm 的 点 4 处 线 应 变 e, = -4.3x 
10“， 试 求 梁 的 最 大 正 应 力 。 
8-5 ”矩形 截面 (尺寸 10mmx24mm) 的 简 支 梁 AB 受 力 如 习题 8-5 图 所 示 ， 试 分 别 计算 K、H 两 点 的 正 
应 力 与 切 应 力 。 








习题 8-4 图 习题 “8-5 图 
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8-6 单 辟 液 压 机 机 架 ， 其 立柱 的 横 截 面 尺 寸 如 习题 8-6 图 所 示 。 若 外 力 下 = 1600kN ， 试 计算 机 架 立 柱 
的 最 大 正 应 力 。 





1400 


习题 8-6 图 
8-7 ” 带 有 槽 也 的 板 条 ， 尺 寸 与 受 力 如 习题 8-7 图 所 示 。 若 力 =100kN， 试 计算 其 最 大 正 应 力 。 
8-8 ”材料 为 灰 铸 铁 HT150 的 压力 机 框架 如 习题 8-8 图 所 示 ， 若 力 f=12kN， 试 计算 框架 立柱 的 最 大 拉 、 











习题 8-8 图 
习题 8-7 图 = 





8-9 习题 8-9 图 所 示 一 端 固定 、 另 一 端 自由 的 正方 形 截面 杆 ， 中 
间 部 分 开 有 切 模 ， 自 由 端 承受 平行 于 杆 轴 线 的 外 力作 用 。 奉 f=1kN， 
杆 其 他 尺寸 如 图 所 示 ， 试 求 杆 的 最 大 正 应 力 ， 并 指出 作用 位 置 。 

8-10 М№ 25а 普通 热 轧 工 字 钢 制 成 的 立柱 受 力 如 习题 8-10 图 所 
示 ， 试 求 图 示 横 截面 FEF a. b. с, d 四 点 处 的 正 应 力 。 

8-11 习题 8-11 图 所 示 了 字形 截面 ，y、z 为 形 心 主轴 ， 试 确定 该 
截面 的 截面 核心 。 

8-12 直径 а= 40mm 的 圆 截面 杆 受 力 如 习题 8-12 图 所 示 ， 材 料 
的 弹性 模 量 =200GPa， 泊 松 比 v=0.3。 若 已 分 别 测 得 圆 杆 表面 上 一 习题 8-9 图 
点 а 沿 轴线 xx 以 及 沿 与 轴线 成 45° 方 向 的 线 应 变 分 别 为 e, =4.0x10 1 _ zg, L =-2.0x10“， 试 计算 : (1) 该 点 
的 主 应 力 ; (2) 外 力 下 与 外 力 偶 М, 
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习题 8-10 图 习题 8-11 图 





习题 8-12 图 
8-13 直 杆 AB 与 直径 4=40mm 的 圆 杆 上 端 固定 在 一 起 ， 圆 杆 下 端 与 地 面 固定 在 一 起 ,结构 及 受 力 如 
习题 8-13 图 所 示 。 试 计算 K、 五 两 点 的 主 应 力 。 
8-14 习题 8-14 图 所 示 齿 轮 传 动 轴 ， 左 端 是 圆锥 齿轮 ， 其 上 作用 有 和 轴 癌 为 F =1650N， 切 向 力 Е, = 
4550N， 径 向 力 F,=414N; 右 端 是 圆柱 齿轮 ， 其 压力 角 为 20°* 。 奎 已 知 轴 的 直径 4=40mm， 试 确定 轴 的 最 大 
应 力 点 位 置 及 其 主 应 力 值 。 














习题 8-13 图 习题 8-14 图 
8-15 ЖАВ 与 直径 d=50mm 圆 截面 杆 DE 焊接 在 一 起 ， 成 工 字形 结构 ， 如 习题 8-15 图 所 示 。 试 计算 H 
点 的 正 应 力 与 切 应 力 。 
8-16 直径 d=60mm 的 圆 和 截面 折 杆 ， 受 力 与 其 他 尺寸 如 习题 8-16 图 所 示 。 试 确定 点 a, b 的 应 力 状 态 
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并 计算 其 主 应 力 。 
8-17 和 矩形 截面 折 杆 ， 尺 寸 及 受 力 如 习题 8-17 图 所 示 ， 试 确定 石 、J 两 点 的 应 力 (ЖЮ УУЛ) 





习题 8-15 图 习题 8-16 图 


8-18 ”结构 尺寸 与 受 力 如 习题 8-18 图 所 示 ,， 试 计算 固定 端 截 面 0 处 长 边 中 点 а 与 短 边 中 点 < 的 应 力 
(ARBIH). 





习题 8-17 图 习题 8-18 图 
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前 面 各 章 讲述 了 从 平衡 条 件 (35 dj 2 S). AWRA (几何 方程 ) 、 物 理 条 件 (3 
理 方程 ) 等 三 方面 条 件 出 发 ， 分 析 求 解 杆 件 内 力 、 应 力 、 变 形 与 位 移 等 的 理论 与 方法 。 本 
章 将 从 功能 原理 出 发 ， 来 分 析 求 解 杆 件 和 杆 件 结构 的 内 力 、 应 力 、 变 形 与 位 移 等 。 能 量 原理 
是 固体 力学 的 重要 原理 。 

本 章 主要 介绍 虚 功 原理 、 莫 尔 定 理 、 功 互 等 定理 与 位 移 互 等 定理 等 。 最 后 ， 应 用 能 量 原 
理 分 析 冲 击 问 题 。 


КЕЙ 虚 功 ” 杆 件 内 力 的 虚 功 


9.1.1 Ж Л 
力 在 实际 位 移 上 所 做 的 功 即 为 实 功 ， 习 惯 上 简称 为 功 ， 对 于 线性 弹性 体 ， 图 9-1a 所 示 
的 外 力 ЕЛЕ А ЕЙ Е.А 和 外 力 偶 M f fü ud Ө ЕЙ, М. ө 都 是 实 功 。 图 


9- 了 中 所 示 的 圆 环 被 压 成 枉 圆 环 ， 外 力 在 A 上 做 的 功 卫 A， 也 是 实 功 。 





图 9-1 


未 必 发 生 的 、 但 能 满足 物体 变形 连续 条 件 和 位 移 约 束 条 件 的 变形 称 为 虚 变 形 。 虚 变形 只 
在 物体 变形 的 连续 性 和 位 移 约 束 的 确定 性 上 是 合理 的 ， 但 不 一 定 是 真实 变形 。 

物体 发 生变 形 的 原因 是 多 种 多 样 的 ， 例 如 外 力 、 温 度 、 湿 度 变 化 、 构 件 尺 寸 有 加 工 误差 
而 强行 装配 等 原因 都 会 引起 变形 。 由 于 没有 限定 虚 变 形 的 原因 和 变形 的 具体 方式 ， 一 般 来 说 
虚 变 形 是 多 种 多 样 的。 但 在 某 一 个 原因 下 所 产生 的 真实 变形 却 是 确定 的 ， 真实 变形 只 是 虚 变 
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形 中 的 某 一 个 。 例 如 图 9-2a 所 示 的 人 简 支 梁 ， 它 的 虚 变 形 可 以 是 如 图 9-2b 所 示 的 挠 度 v， 如 
图 9-2c 所 示 的 转角 9， 如 图 9-2d、e 所 示 的 位 移 wu, 和 wi;。 如 末 引 起 变形 的 原因 (外 力 或 温 
BE) 确 如 图 9-2b. c. d. етж, 那么 各 目的 变形 就 是 真实 变形 了 。 





图 9-2 

物体 各 点 在 虚 变 形 下 产生 的 位 移 称 为 虚 位 移 。 
如 有 条 在 计算 外 力 所 做 的 功 时 ， 所 用 的 位 移 不 是 真实 位 移 ， 而 是 虚 位 移 ， 由 于 虚 位 移 
不 是 该 力作 用 过 程 中 的 位 移 ， 因 此 这 样 算出 的 功 是 没有 实际 物理 意义 的 。 力 在 虚 位 移 
上 的 功 称 为 虚 功 。 图 9-2b、c 中 的 -M9 和 -Fv 都 是 虚 功 ,图 9-2d. e PHJ F + u, Œ 


和 эш. 


9.1.2 杆 件 内 力 的 虚 功 





内 力 虚 功用 于 表示。 本章 对 虚 功 的 讨论 限于 小 变形 ， 本 节 只 考虑 杆 件 的 微 段 。 


1. 轴 力 的 虚 功 | 
图 9-3 中 所 示 的 拉 伸 变形 A( dx) 331 JJ F. ` Ж 


关 ， 即 A(dx) Ж Кү 引起 的 ， 那么 该 轴 力 的 虚 





功 为 

dW, = Fu” .Al(dx) 
轴 力 在 其 他 基本 变形 (扭转 、 弯 曲 、 剪 切 ) 上 的 虚 图 9-3 
2] Ж = 


2. 剪 力 的 虚 功 
图 9-4 中 所 示 的 剪 切 变形 dA 58177 F * 无 关 ， 那 么 该 前 力 的 虚 功 为 


dW, =F * + dÀ 


Bj JJ E B ЖЕ k J (MESE, HI. 25) 上 的 虚 功 为 零 。 








З. 扭矩 的 虚 功 
图 9-5 中 所 示 的 扭转 变形 do 与 扭矩 Т^ 无关， 那么 该 扭矩 的 虚 功 为 
dW, = Т“ ` de 
扭矩 在 其 他 基本 变形 (MRSE, W, 5w) ЕЛ2, 





4. # E BJ FE LJ 
图 9-6 中 所 示 的 弯曲 变形 db БЫ yB М” 205, WABE 
ЖЕ НА НЕЁ ЛУ] >Ñ 





dW, = M` db 
过 和 矩 在 其 他 基本 变形 (MESE Ф, U) 上 的 虚 功 
5. 组 合 内 力 时 的 虚 功 
杆 件 微 段 是 组 合 内 力 时 的 虚 功 为 
dW, = Fç A(dx) + F° dÀ + T° de + M d0 (9-1) 


DA 虚 功 原理 及 其 对 杆 件 的 应 用 








本 市 介绍 力学 中 的 一 个 普遍 原理 一 一 虚 功 原理 。 
虚 功 原理 : 平衡 外 力 系 在 物体 虚 位 移 上 所 做 的 功 〈 称 为 外 力 虚 功 ) ， 等 于 该 平衡 力 系 所 
引起 的 内 力 在 虚 变 形 上 所 做 的 功 〈 称 为 内 力 虚 功 ) 。 简 单 地 说 就 是 外 力 虚 功 等 于 内 力 虚 功 。 
用 W. 表示 平衡 外 力 系 的 虚 功 ， 用 W. 表示 内 力 虚 功 ， 虚 功 原 理 的 基本 方程 为 
W. = Wi (9-2) 
对 于 杆 件 ， 如 果 人 允许 变形 是 由 于 有 某 些 外 力 引 起 的 ， 那 么 这 个 允许 变形 就 只 和 由 这 些 外 力 
引起 的 轴 力 Fa. 827 F. HE TASE М. 636, FH 
F dx Тах M ах 
А( dx) = A SR d0 = F 
H 79777 F. 5E Нун 207 ЛХ E Е Нн эЛ, ЖЕТ L £$ s, ЇН] ° A ТЕ ЖЕ ТАТ РУ АЈ 
相对 位 移 ， 这 可 从 形成 К, УЛЛУ JJ т 的 分 布 看 出 (图 9-7a), н 3J BJ Jr КА EA 
同 的 。 而 “是 平衡 外 力 系 引起 的 剪 力 ， 切 应 力 r” 的 分 布 必然 也 和 7 的 分 布 形式 相同 (图 
9-7b)， 这 样 在 计算 “的 虚 功 时 就 必须 逐 点 计算 微 内 力 z dA 的 虚 功 ， 然 后 求 和 得 到 FF“ 
的 虚 功 ， 通 过 计算 (这 里 从 略 ) 49353877) F° 有 关 的 允许 变形 ал 为 
F dx 
GA 
































dà = k 
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6 иие 32 
时 , 上 = 一 ， 实 心 圆 形 槛 截面 上 = 一 


| Pi G р n - Gt 
о HV 


因此 ， 在 弹性 小 变形 条 件 下 ， 杆 件 组 合 内 力 在 某 些 外 力 引 起 的 变形 上 所 做 的 内 力 虚 功 ， 
据 式 (9-1) 可 写成 














Е - Ж ‚ ж 3, 
o\ EA GA GI, El 
Шат. а 分 别 表示 作用 于 杆 件 的 平衡 外 力 系 的 体积 力 分 布 集 度 矢量 和 表面 力 分 布 集 度 
矢量 (图 9-8)， 以 6 表示 与 允许 变形 相对 应 的 位 移 矢 量 ， 则 平衡 外 力 系 的 虚 功 


ши ”. 





W. = 4; 845 + |||; . бау 
Š V 


这 里 5 为 杆 件 的 表面 积 域 , V 为 杆 件 的 体积 域 。 
这 样 ， 式 (9-2) 可 写 为 


$a: 'óds + [|| a; . бау 
Š ү 


[(® Кү КЕЕ. p*r MM, 
= + 
l 





+ + dx (9-3) 
EA GA GI, EI 图 9-8 


奋 为 杆 件 结构 ， 这 里 的 积分 域 $、 广 /将 壳 布 整个 杆 件 结构 。 
下 面 举 例 验 证 虚 功 原理 。 








例 9-1 从 图 9-9a 所 示 的 平衡 外 力 系 和 图 9-9c 所 示 的 允许 变形 验证 虚 功 原理 。 








(2) 计算 内 力 虚 功 








M` М * _ m * 2 
w, = | | ке с БЕ NE Жж. 
0 0 EI 2El 
虚 功 原理 成 立 。 
例 9-2 从 图 9-9b 所 示 的 平衡 外 力 系 和 图 9-9c 所 示 的 允许 变形 验证 虚 功 原理 。 
Ж: 




















l l q" F [x° l. Г q* F 
У, = 4 |v | dx = ——|— - —x<x + — | dx = 

0 o kl \6 2 3 SEI 
M*=- x, M,=-Fx 

2 
ı M. ` M, | т Ех) q* ЕГ 
| dx = | dx = 

o kl 0 ЕІ SEI 

W. =W; 


虚 功 原理 成 立 。 

可 以 用 图 9-9 中 的 任何 种 平衡 外 力 系 和 任何 种 允许 变形 来 验证 虚 功 原理 成 立 。 

例 9-3 对 长 为 1 的 等 直 杆 ， 以 图 9-10a 所 示 的 平衡 外 力 系 和 图 9-10b 所 示 的 均匀 温 升 时 
的 允许 变形 验证 虚 功 原理 。 








a) b) 
图 9-10 
解 : 由 于 均匀 温 升 ， 产生 均匀 的 纵 回 线 应 变 ， 设 这 个 线 应 变 为 eo M 
W. = Fle, 
A(dx) = &,dx 


| | 
W. - | Fue ,dx - | Fe dx = Fle, 
0 0 


W. = W; 


虚 功 原理 成 立 。 
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如 采 将 虚 功 原理 中 所 说 的 平衡 外 力 系 选 定 为 作用 于 两 点 的 两 个 方向 相反 的 单位 集中 力 
(简称 单位 力 ) ， 则 这 个 平衡 力 系 的 外 力 虚 功 为 
W =1:-A 
式 中 ，A 为 两 个 单位 力作 用 点 沿 单 位 力 方向 的 相对 线 位 移 (图 9-11a)。A 可 以 与 单位 力 没 有 
如 果 将 虚 功 原理 中 所 说 的 平衡 外 力 系 选 定 为 作用 于 两 个 截面 处 转向 相反 的 两 个 单位 集中 
力 偶 〈 简 称 单位 力 偶 ) ， 则 这 个 平衡 力 系 的 外 力 虚 功 为 











W =1.A4 
RP, A 为 单位 力 偶 所 在 的 两 个 截面 沿 单位 J io 
力 侦 转向 的 相对 角 位 移 (图 9-11b)。A 可 以 L = 
与 单位 力 偶 没 有 因果 关系 。 | 
如 果 A 为 由 一 组 力 引起 的 相对 广义 位 移 E B a 


(人 允许 线 位 移 或 允许 角 位 移 ) Кү, Е. T. 
央 улила, э. н, 
аі, 而 单位 力 或 单位 力 偶 引起 的 轴 力 、 前 
力 、 扭 矩 、 弯 和 矩 分 别 表 示 为 Fy F. 
M. MÈ (9-3) 写成 
pas лаи 
ИЛ ЕТ 
这 时 ， nh. Ж 它 与 广义 位 移 A 相 乘 为 外 力 虚 功 。 即 4 为 线 位 移 时 ,1 
为 单位 力 ; 而 A 为 角 位 移 时 ，1 为 单位 力 偶 算 。 
又 可 简写 为 

















a) b) 





图 9-11 








dx (9-4) 





e. 718 kF Е, Е, Tr MM, 
A = | 2 
T. EI 


A (9-4) 表达 的 关系 称 为 莫 尔 定理 ， 其 中 的 积分 式 称 为 莫 尔 积 
需要 说 明 的 是 ， 在 计算 丁 件 的 广义 相对 位 移 A 时 ， 剪 力 的 作用 往往 可 以 忽略 ， 这 样式 
(9-4) 积分 式 中 的 第 二 项 可 不 计 入 。 


例 9-4 图 9-12a 所 示 的 杆 件 结构 承受 两 个 方 回 相 反 ， 大 小 为 F 的 力作 用 ，4Z4 和 LC 者 
МЕЖ, IBD 长 为 1， 其 他 各 杆 长 度 相 等 ， 每 根 杆 的 抗 拉 刚度 都 是 EA, WORK В, DAAK 
相对 位 移 。 

解 ， 显然 所 求 的 是 B、D 两 点 的 相对 线 位 移 ， 为 此 选 定 平衡 力 系 为 在 B、D 两 点 的 单位 
力 ， 如 图 9-12b 所 示 。 

”由 单位 力 引 起 的 轴 力 














图 9-12 
тт т тЫ Fy, l 
ШУК, AAMAS EWENI ENE, 
由 力 引起 的 轴 力 
Fa = En = Py = К Е, Ву, F 





除 轴 力 外 ， 由 力 F 5] E АИ р JJ er 225 Ç 
ZB, D 两 点 的 相对 位 移 为 6， 由 葛 尔 定理 


L Fy Nip Ë (= yc = 7, Fl 
gy = | 
0 


s=] 
o EA EA EA 
得 到 的 6 为 正 值 ， 说 明 单位 力 的 虚 功 为 正 值 ， 即 B、D 两 点 分 别 沿 单位 力 的 正 向 移动 ， 相 对 
接近 了 Fl/EA。 

019-5 图 9-13a тх Јај зс 5С Н 2 Р (ЕЛ, АЈ З КИЛЕ У ЕГ, КА. В і 
面 的 相对 转角 和 相对 线 位 移 。 





a) b) с) 


图 9-13 
解 : (1) 求 相 对 转角 
EA, В 两 端面 作用 单位 力 偶而 成 平衡 力 系 ， 如 图 9-13b 所 示 。 
由 单位 力 偶 引起 的 弯 算 














М, =- 1 
Нр Л А Ж 
ТЕ F HIS #20 ЛЕШ Г, WEE 
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ка 4 
1 


忽略 邱 勇 力 ， 其 他 内 力 皆 为 零 。 
由 莫 尔 定理 ， 相 对 转角 


7 М.М. 7 M M, 
0 =] ————@х, + | dx. 
o ЕЈ о Ek 


F F 
ре: (шеа 


=] — + | — = Ес. 
0 EI 0 EI SEI 


Ө HHE, BiH AX У JJ 852 AHA Ç 
(2) 求 相 对 线 位 移 
ЖА, B 两 端面 作用 单位 轴 癌 力 而 组 成 平衡 力 系 ， 如 图 9-13c 所 示 。 
由 单位 力 引 起 的 轴 力 





Fy =-1 
” 其 他 内 力 皆 为 零 。 
== 在 力 和 支 座 约束 力作 用 下 梁 的 轴 力 为 零 ， 于 是 由 莫 尔 定理 得 到 相对 线 位 移 6=0。 
对 于 放置 于 刚性 支 座 上 的 杆 件 ， 如 果 保 留 支 座 ， 只 施加 一 个 单位 广义 力 而 不 是 自 相 平衡 的 

两 个 单位 广义 力 ， 那 么 这 个 单位 广义 力 和 由 它 引 起 的 支 座 约束 力 组 成 了 平衡 力 系 。 因 为 支 座 约 
束 力 的 虚 功 为 零 ， 所 以 这 个 平衡 力 系 的 虚 功 就 等 于 这 个 单位 广义 力 的 虚 功 。 

因此 ， 对 于 只 有 刚性 支 座 的 杆 件 ， 保 留 支 座 ， 施 加 一 个 单位 广义 力 ， 得 到 平衡 力 系 ， 就 
能 利用 莫 尔 定理 求 出 单位 广义 力 处 的 广义 位 移 。 

例 9-6 求 例 9-5 中 简 支 梁 的 4 端面 转角 Ө, 和 C 截面 挠 度 vo 

解 : (1) Жо, 

















图 9-14 
在 4 端面 施加 单位 力 偶 (图 9-14a), ， 得 


X1 с 
Тав MM = — 

















0 人 M M + f ММ. 
= X 
a ys Ж C da Шо 
Х| F Xx F 
жы > ° — — Фф ___ 
二 {| g 51 2”? ЕР 
=] - -dx + | dx, = 
0 EI o ЕТ 16ЕТ 





积分 结果 为 正 ， 说 明 Ө, WERE 7 А. r JJ 8 Ну ГЕ] НГЕ], BIIY LEE]. 
(2) 求 vc 
在 截面 C 施加 单位 力 (图 9-14b)， 得 























M, 一 =, M, = = 
由 更 尔 定 理 
= MaMa z MaM 
У |, ' |, 1 i 
хр Рх х) Ех, 
а к 2 F 
с! pgr J. EI °? ASEI 
HEEM Fo 


ГЕЗ 图 形 互 乘法 
对 于 用 同一 种 材料 制 成 的 等 下 杆 ， 由 于 材料 常数 、 权 截面 形状 和 大 小 沿 轴 线 不 变 ， 式 
(9-4) 可 改写 为 
l “V l — l — 
| FvFvd k| FsFsd | rra [M.M dx 
= — H + + + 


ЕА СА СІ, EI 





(9-5) 











由 于 单位 载荷 属于 集中 载荷 ， 因 此 对 于 直 杆 所 引起 的 内 力 方程 都 是 直线 方程 。 例 如 M. 
可 写成 М, =ka+b, TR 
| М.м, 

- Ka + Б)ах = мла + pf м.а 

= &хє2у + 60 = Оу(Ехе + Ь) = ОМ, 
XE, O, ЖМ, 曲线 与 坐标 轴 所 围 图 形 的 面积 ，xv Ry EORR, Me 是 М, ХЕ х 处 
的 数值 。 这 就 是 说 ,人 MM, dx 可 用 M, 图 的 面积 Oy WIJE GBAA x 所 对 应 的 天. 的 乘积 
来 代替 。 
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КУ, 
ЗЕ 


式 (9-5) 中 的 其 他 各 项 积分 也 可 同样 处 理 ， 于 是 式 
(9-5) 2] 
kO, Fs, 01, Te Ny Me 
+ + 


— (9-6) 
EA GA GI EI 














RP, O, Æ Fy 图 的 面积 ; Fy, Æ O, 形 心 横 坐 标 所 对 应 的 


Fy; О Æ Fs 图 的 面积 ; Fs 是 Q, 形 心 横 坐 标 所 对 应 的 Fs; 
O, 是 7 图 的 面积 ; Te 是 27 形 心 横 坐 标 所 对 应 的 7; Qy 与 
Me 的 意义 同上 。 

画 出 载荷 的 内 力图 和 单位 载荷 的 内 力图 ， 用 式 (9-6) Ж 图 9-15 
载 何 作用 时 的 变形 的 方法 叫 作 图 形 互 乘法 ， 简 称 图 乘法 。 
用 图 乘法 解 题 时 ， 要 计算 图 形 的 面积 与 形 心 的 位 置 ， 几 种 常见 图 形 的 面积 与 形 心 位 置 可 




















查阅 表 9-1. 
29-1 几 种 常见 图 形 的 面积 与 形 心 位 置 
— 二 次 抛物 线 n 次 抛物 线 
图 形 
hl hl 2hl hl nhl 

п А=— 4 =— A, =— А =— = 
a 2 ' 3 “ 3 | n+l > n+l 
J D> _ +a _ 31 a . л (ati) 1 
fm = я Gr “0 +2 "On asa) 











例 9-7 ИОС ME ENEE, RRR R A h ВОЛЬОВЕ ЕЕН (图 9- 
16). 
BR: 忽略 剪 切 ， 只 考虑 弯曲 变形 。 因 此 ， 在 式 (9-6) 中 只 需 考虑 最 后 一 项 。 
2 
M, 图 如 图 9-16 所 示 ， 其 面积 为 у=, 面积 О, 的 形 心 为 点 C， 其 横 坐标 为 1/3。 
(1) RH 
在 自由 端 妃 作用 单位 力 ， 得 弯 矩 图 下 ， 点 C 横 坐 标 所 对 应 的 页 为 -21/3。 所 以 





_ O M, (= FË ⁄2)( - 21⁄3) Е 


“в EI EI TAR 


(2) 求 转 角 
在 自由 端 作用 单位 力 偶 ， 得 弯 矩 图 M.， 点 C 横 坐 标 所 对 应 的 M. 为 -1。 所 以 








ОМ: _(-к?/2)(- 1) FÈ, F 
EI EI 2E] 
例 9-8 K 9-17a 所 示 检 架 各 杆 长 度 均 为 !， 刚 度 均 为 h4， 求 4、B 两 点 的 相对 位 移 Ay。 
解 : 画 出 F. 图 ， 如 图 9-17b 所 示 ， 各 段 轴 力 均 为 常数 。 画 出 F. 图 ， 如 图 9-17c 所 示 ， 
各 上段 轴 力也 均 为 常数 。 
按 式 (9-6) 的 第 一 项 ， 有 








= [ACEI 43) (1/43) TE 5; 


_ 5FI 
3E4 


= = 





| 





019-9 图 9-18a 所 示 的 刚 架 ， 各 有 段 长 度 均 为 a， 刚度 均 为 £17， 试 求 在 外 力作 用 下 ， 
BAJA, C 两 点 距离 的 改变 。 


解 : 在 A、C 两 点 加 单位 力 ， 如 图 9-18c HIR, 1077 197 77, HÉ 25 E] B| AE ЗЕ JÉ 
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a) b) 


К 9-18 


HMM, M, 图 如 图 9-18b IR, M, 图 如 图 9-18e 所 示 。 由 于 CD É: M. WEIZ 


F, KKR 
时 不 必 考 虑 CD 段 。 根 据 AB 段 Мм 图 形 心 C 的 位 置 ， 





可 得 到 相对 应 的 M. 的 值 为 M. = 一 

' 
Ç 27 o 根据 BC Ez M, BUDE С, 的 位 置 ， 可 得 到 相对 应 的 М, 的 值 为 Me, =. ЕЕ СРД 
3 2 T 2 4 
于 是 


x i e 
m o ieg Ote + М) 
1) 1 
-到 з 
El 2 3 
Еа а Ë | | 


Sa3 
一 > 
64/2 EI 
К 9-19 
f 5 Fa? 
4、C 两 点 距离 减 小 了 一 。 
6/2 EI 
例 9-10 5 9-19 所 示 刚 架 端 
刚度 为 GI o 


解 : 画 出 W 作用 下 各 段 内 力图 ， 如 图 9-20a 所 示 ， 











面 C 的 扭转 角 和 中 处 的 挠 度 。 已 知 抗 弯 刚 度 为 E, pith 





Ci, C, 是 各 段 内 力图 的 形 心 。 














(1) ЖЖ 
在 С 端 施 加 单位 力 偶 ， 其 作用 时 的 内 力图 如 图 9-20b R, Т, =-1, Me =-1, FÆ 
Q T. QMe _ Ma.(- _ Mh. (— " 
бе| а Ма CU + ) 
GI, EI GI, El GI, EI 


(2) Ж B imt JE 
b 








在 В 端 施加 单位 力 ， 其 作用 时 的 内 力图 如 图 9-20c MR, M. =- = РЖ 
ú b 
B E EI 53E“) 





例 9-11 求 图 9-21a RRR AE AA ShI E JHI Н i 580938 8 ЖИЕ 8 Ç 
R: ДЖИ ЖОШ ЕКОШ 0 HE 9-21b c ТЯХ ТТ ЖОШ; ЭШЕ ОЛИ 
为 W Mp; BEREGOI C. C. 





图 9-21 


(1) 求 自 由 端 挠 度 
在 自由 端 施加 单位 力 ， 画 出 弯 和 矩 图 ， 如 图 9-22a HR, Me, =-31/4,M cr =-21/3, 





] . Z 
0 r a ba a) 


l 1 417 3L\ 1, 21 
= 一 |- —.—./[.|- 一 |+ 一 .0q 1+ |- — 
EI 3 2 4 2 3 


541 
24Е1 
(2) А не 


ТЕ Ë ЕҢ ЛЛ ЛЛ f J B, {Н ЖЕ, WHEQ9-22b R. Me =-1, Mep=-1。 





(1) 








图 9-22 
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Шоз 总 功 原 理应 用 于 小 变形 固体 


9.5.1 用 应 力 和 应 变 表达 的 内 力 虚 功 





对 于 一 般 形状 的 变形 固体 ， 为 了 进行 内 力 虚 功 的 计算 ， 考虑 某 个 单元 体 (图 9-23a), 
ШК Л ЖЫ ЖЕНУ ЛШ А o,” ст,“ с,“ уту “T. x T ST x Ta ETag o 


如 果 某 些 原 因 引 起 的 允许 变形 使 单元 体 产生 了 应 变 分 量 e є,, є,, АП 9-23Ь 所 示 。 










(1+у) ау 





а) b) c) 


图 。 9-23 
这 时 单元 体 上 内 力 的 虚 功 为 
dW; =o, dydz* g. dx + O, dzdx* g. dy + o, dxdy* е, 
= (с, e, +o, є, +o, é€,)dxdydz 
如 有 果 某 些 原因 引起 的 允许 变形 使 单元 体 产 生 了 应 变 分 量 y,,， 如 图 9-23c 所 示 ， 这 时 单 
元 体 上 内 力 的 虚 功 为 





dW?” = т, хіх • Ydy =+, ywdxdydz 
如 果 人 允许 变形 使 单元 体 产生 了 应 变 分 量 y。、y 。、y。， 在 小 变形 条 件 下 ， 可 以 认为 在 音 
WRES y,,、7,:、7;, 相 对 应 的 三 个 剪 切 变形 互相 独立 ， 这 样 ， 内 力 的 虚 功 可 通过 车 加 得 到 
dW Ее y t'i Ye Tra: yi dy 
注意 到 在 小 变形 条 件 下 六 个 应 变 分 量 是 独立 的 ， 因 此 单元 体 上 内 力 的 虚 功 为 
dW. = аў: + dW” 























_ * * * * * 
= (с, пто ета ите У жт у = 


变形 固体 的 内 力 虚 功 为 


"y. ) dxdydz 


&Х 


__ * * * ж * * 
W. = ff (с, E€, + Ty By +o, E€, + Тш 7 + Тв Уш т. у„)Ду 
ү 





9.5.2 功 互 等 定理 


设想 两 组 平衡 力 系 gy、qy 和 qs、qy 分 别 作 用 于 某 线 弹性 物体 ， 产 生 的 应 力 分 量 、 应 变 分 量 、 


位 移 矢量 分 别 为 cy оу. 


, mo / 人- , , , , , , , , n 
тт Тт By Bo уул Vo Ӧ Шо, с 


yx yz zy x y ` 


”H M AA ”/H // // // 用 // H 
、 в в У У У 0 
2у ZX XZ x y 2? ху yz ZX 


利用 虚 功 原理 和 广义 明 克 定律 可 作 如 下 推导 


pas -s'as + fay + av 
S ү 


= Ia РЧЛ пд)! / ” / ” / ” 
ш [| (с, ё х + o, Ey + O, Ez 7 Ty Y ху + Ty Y: T Тох Yx )dV 
V 


/ , _ 
Gs TaT 
” 
z x` 


” 
ух\ 


"M M 
“зы TT Т 

















7 
1 ” /! n 
xy yz 2% 
S. S ААГ сешм эрш С 
— ”H . t, , _ , _ ) 十 ”H —( , _ __ ) 4 
= © 60а 7 00у Vo; С с, -vo -vo 
xÇ 
1 Ты ' | 
Ху yz ZX 
d ee o Sa S Ri ас чу. + т," dy 
Е G Ç Ç 


n / / 


25 Na! Na! n / ” ” / 
С [| (т, £, ш o, Ey + Oo, £, + Ty У,у а Туш Y k; Тох Y; )dV 
ү 


= фа. 57а + ar: "ау 
y 


Š 
由 此 可 得 功 互 等 定理 : 第 一 组 平衡 力 系 在 第 二 组 平衡 力 系 引 起 的 位 移 上 所 做 的 功 等 于 第 
二 组 平衡 力 系 在 第 一 组 平衡 力 系 引 起 的 位 移 上 所 做 的 功 。 
它 的 数学 表达 式 为 


pas -ras + [fay у= фра. 8'45 + ffa” "аи 
S ү S ү 


功 互 等 定理 是 力学 中 应 用 非常 广泛 的 一 个 定理 。 











例 9-12 如 图 9-24a 所 示 ， 等 直 杆 弹性 模 量 为 kh， 泊 松 比 为 w， 横 截面 面积 为 4， КАИ, 
横向 尺寸 为 6。 求 在 一 对 力 F 作用 下 杆 件 长 度 的 变化 量 Al. 
f: 设 太 一 组 平衡 力 系 如 图 9-24b 所 示 ， 则 有 








Ab Al Fl/EA 
=— = p == 
b l l 
ЬЕ, 
Ab =- 
EA 


由 功 互 等 定理 
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a) b) 
K| 9-24 
得 
Fb 
Al = — 
EA 


例 9-13 悬臂 梁 在 力作 用 下 产生 端面 转角 0 (图 9-25a), 在 力 偶 M 作用 下 产生 端面 
HJE v (图 9-25p), ЖӨ, о, F. M 之 间 的 关系 。 


Е 
人 , ий = P 
2 | 
0 
a) b) 


解 : 由 功 互 等 定理 


0. v, F. M 之 间 的 关系 可 写 为 
Fv = МӨ 


9.5.3 位 移 互 等 定理 





如 果 变 形 固体 置 于 刚性 文 座 上 ， 物 体 变 形 时 各 点 的 位 移 就 成 为 相对 于 文 座 的 位 移 。 施 加 
—J XJ F ( 力 或 力 偶 ) ， 这 时 ， 这 个 广义 力 和 文 座 约 束 力 共同 组 成 平衡 力 系 ， 这 个 平衡 
力 系 的 虚 功 束 等 于 这 个 广义 力 的 虚 功 。 

参照 图 9-26， 如 果 对 同一 物体 在 点 4 作用 广义 力 ， 大 小 为 (图 9-26a) 或 在 点 B 作 用 广义 
力 ， 大 小 为 (图 9-26b)。 则 由 功 互 等 定理 有 (Ap 平行 于 B 扣 的 As 平行 于 A AB F) 


FA = FÀ Ip 











由 此 得 
Ара = Ав 
位 移 互 等 定理 : 对 于 放置 于 刚性 文 座 上 的 小 变形 线 弹 性 体 ， 将 大 小 相等 的 广义 力作 用 于 位 置 4 


СЕ 
168 L 


= 





图 9-26 
或 位 置 В, ЛЕН T а A 时 引起 的 在 位 置 p 处 平行 于 作用 在 位 置 p 的 广义 力 (作用 线 或 作用 
W) 的 广义 位 移 Ajy 等 于 作用 于 位 置 B 时 引起 的 在 位 置 4 处 平行 于 作用 在 位 置 4 的 广义 力 (E 
用 线 或 作用 面 ) WW XM Aigo 





在 梁 的 点 4 施加 力 ， 欲 用 钟 面 式 百 分 表 测量 p. C. D 各 点 的 拨 度 (图 9-27a) ,可 改 为 
把 钟 面 式 百 分 表 置 于 点 4 不 动 ， 把 力 F 分 别 施加 于 B、C、D 各 点 (图 9-27b)。 根 据 位 移 互 
等 定理 ， 力 作用 于 某 一 点 时 ， 在 点 4 的 钟 面 式 百 分 表 的 读数 就 是 力作 用 于 点 4 时 ， 该 
点 应 有 的 挠 度 值 。 











图 。9-27 


96 15 


当 变 形 固体 受到 急剧 变化 的 外 力作 用 时 ， 应 力 和 应 变 也 将 急剧 变化 ， 这 种 现象 称 为 








冲击 。 

引起 冲击 的 载荷 称 为 冲击 载荷 。 冲 击 载荷 及 由 冲击 载荷 引起 的 量 常 以 字母 d 为 角 标 来 
表示 。 

对 于 冲击 问题 ， 由 于 冲击 载荷 的 变化 规律 难以 精确 掌握 ， 因 此 常 采 用 能 量 守恒 原理 求 得 
近似 解答 。 


为 了 研究 问题 方便 ， 作 以 下 假设 : 

1) 冲击 物 的 变形 足够 微小 ， 可 把 冲击 物 看 作 刚 体 。 

2) 被 冲击 物 的 变形 为 弹性 小 变形 ， 服 从 胡 克 定律 ， 质量 可 忽略 ， 没 有 人 惯性。 
3) 冲击 物 失去 的 机 械 能 完全 转变 为 侦 冲击 物 的 变形 能 。 

WRH U, 表示 冲击 物 的 机 械 能 ， 用 U, 表示 被 冲击 物 的 变形 能 ， 则 有 


A(U +U,)=0 








或 AU.+AU,=0 (9-7) 


IN (9-7) 是 用 能 量 守 恒 原 理解 决 冲 击 问题 的 基本 方程 。 
ЗЫН 


сае + 
к - 
[w] м... : 
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根据 以 上 假设 ,任何 被 冲击 的 构件 ， 都 可 以 简化 为 一 个 弹 和 车 (构件 不 同 ， 其 弹簧 刚度 
系数 不 同 ) 。 现 在 研究 弹 黎 受 冲 击 的 问题 。 
9.6.1 受 水 平 运动 体 冲击 


图 9-28a 表示 光滑 水 平面 上 运动 着 冲击 物 4， 动 能 为 7， 弹 簧 的 刚度 系数 为 k。 图 9-28b 
表示 冲击 结束 ， 弹 簧 受到 最 大 的 冲击 力 F. 


o 





0=0 


图 9-28 
XFIRE, RE KAS EEIE, ТА А ТАЈ E fü E е ТЧ #K Au o 
ЯЯ T pe Kuih Жї], +K FOB K HI Ей e u [a] l Ji ARA ЖОЛ í o 
这 里 ，AU =0-7= -7， 








2k 2k 
ШШ АО, AU, RAR (9-7) 有 
Fi 
2 
得 到 


如 果 冲 击 物质 量 为 m， 速 度 为 w， 则 


而 有 
F. = vkm (9-8) 
9.6.2 受 垂 直 沙 体 冲 击 


图 9-29a 表示 垂直 落体 4 开始 冲击 弹 沉 。 落 体 4 的 重量 为 冲击 开始 时 的 动能 为 7， 
弹 暑 刚度 系数 为 上 &。 图 9-29b 表示 冲击 结束 ,最 大 冲击 力 й ТШЕ 
为 Fi。 





ee 
RE e= у ет. 
Е? F? 
AU = 一 -0= 一 
2k 2k 
a) b) 
代入 式 (9-7) 有 图 9-29 
Fy w 
Е =Т= 0 


2k Е 





得 到 
ЕК, = W + /W° + 2kT 
舍 去 不 合理 的 负 根 得 
2k T 
F = |1 + [1+ -2 
Ку = 1 + + (9-9) 
则 
Fy = k W 
WHY h Jih E Pot sanh А БЕ, а 2 т W, DB. БЕЛТ JJ В ЖК nj 
HI ka io 
0, ЖИР FRR, RARR F, 表示 ， 两 着 的 数 信 关系 可 写成 
клы 


式 中 的 ky 称 为 动 荷 因数 。 | 
,的 值 随 冲 击 问题 而 定 。 特 别 ， 对 于 自由 落体 冲击 弹簧 ， 如 果 冲 击 物 自由 下 落 高 度 为 h ата 
时 开始 冲击 ， 则 有 

















T = Wh 
代入 式 (9-9) 有 
К = 1 1 + „2 
W 
Кш, Ш 0 УЖА А ТЛ ЕРЕ НУЛЕ, 5 
k 1 
W à, 
因此 
ki =1+ [1 + (9-10) 
一 般 的 弹性 物体 受 冲 击 ， 也 可 当 作 弹 咎 受 冲击 对 待 ， 只 不 过 变形 不 同 而 已 。 
对 于 冲击 问题 ， 计 算出 了 动 何 因数 ， 由 于 有 关系 式 
Еа haha 
则 几 是 与 载 集 成 正比 的 量 ， 其 在 冲击 载 傈 下 的 最 大 值 和 前 载 集 下 的 值 之 比 首 为 。 例 如 
04 = Ед, 
Ta = ЕС, 


等 等 。 这 里 да, О, … 分 别称 为 动 变形 ， 动 应 力 等 。 


例 9-14 图 9-30 所 示 的 重 锤 重 WW=40kN， 从 有 =800mm 高 度 自 由 下 落 撞 击 桩 柱 ， 桩 柱 长 
1=2m， 横 截面 面积 4=5000mm”， 弹 性 模 量 E=30GPa, 求 桩 柱 横 截 面 动 应 力 的 上 限 。 
Е. 忽略 能 量 癌 基础 的 传播 ， 可 求 得 动 应 力 的 上 限 。 
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Pn WI | 40 x 10 x 2 
` EA 30 х 10° x 5000 x 10 5 
由 式 (9-8) 得 Р 


2 х 800 х 107° 
Еу = 1+ /1l+——— =56 
0. 53 x 107 


W | 40 x 10° 
О =. == = 
5000 x 10 Š 


Е = 0). 53 х 10 m 





Е | Ра = SMPa 
А 


с = k iG, = 56 x 8MPa = 448MPa V 
即 动 应 力 的 上 限 为 448MPa。 
例 9-15 图 9-31a 表示 悬臂 染 受 自由 落体 冲击 。 Жи Аты E =200GPa， 横 截面 
为 边 长 20mm 的 正方 形 ; 落体 重 W=10N, AA TAA h=1m, 求 最 大 守 曲 动 应 力 和 最 大 
2: 55У 











图 9-31 


解 ， 静 载 下 的 变形 如 图 9-31b 所 示 。 


M 10 x 0.6 
(па) =|т | ра = 4. 5МРа 


1 
а, (20 х 107°)? 


这 个 应 力 在 截面 4 Е. 











Wiig Ав 5 Wiig 
(Vai) max = Vp + 0, j Ївс = ЗЕ] + ЭЕ ВС = EI 
5 10 x 0. 6° 
= EE m = 6.75 x 10 “m 
200 x 10° x — x (20 x 10 °)“ 
12 
1⁄4 ДЕ ТЕЛА C 处 
3 
Whip 2( t. ) max 2 _4 -4 
OT m=2.7x 10 m 
рУ ЕКА ВА. 


2h 2х1 
ыш t (Topo =» /| FT S81 
ó, 2.7 x 10 


(oj)， = 09.) = 87.1 x 4. 5МРа = 387MPa( 在 截面 4 上) 





(б), = 00.) a = (87.1 x 6.75 х 107) т 
= 5.88 x 10 ?2m = 58. 8mm( 在 截面 C 处 ) 
例 9-16 图 9-32 表示 飞轮 B 的 角速度 为 o = lrad/s, 
转动 惯量 7= 40ке m’, ЖЕК [= Im， 直 人 径 а= бтп, HÆ 
模 量 G= 80GPa， 当 轴 的 4 端 因 制 动 而 突然 静止 ， 求 轴 内 的 
最 大 扭转 切 应 力 。 





Іо? 1 
解 : AU, = 0 - ——=-[— 40х12} 
= – 20] 
TI GI 
ЖЕЕ ТЕШ РЕ a Ж, тт ГАТ k= 因此 
йын бе 
2k 2k 


这 里 M, 为 最 大 冲击 力矩 ， 忽略 轴 的 质量 即 忽略 轴 的 动能 。 
由 AU,+AU.=0， 有 








М; 
_1—20 
2k 
80 x 10? x— x (6 x 103) 
M. = ./40k = s {м.а 
I 
= 20.17N - m 
T, = М, =20.17N -m 
T. 20.17 
(Ti) max =—= т МРа= 476 МрРа 
W, Ti (6х107° )? 








© = 


9-1 (1) 用 图 9-9c 的 平衡 外 力 系 和 图 9-9b 的 允许 变形 验证 虚 功 原理 ; (2) 用 图 9-9c 的 平衡 外 力 系 
和 图 9-9a 的 允许 变形 验证 虚 功 原理 ; (3) 用 图 9-9b 的 平衡 外 力 系 和 图 9-9a 的 允许 变形 验证 虚 功 原理 ; 
(4) 用 图 9-9a 的 平衡 外 力 系 和 图 9-9b 的 允许 变形 验证 虚 功 原理 。 

9-2 求 习 题 9-2 图 所 示 梁 中 央 截 面 C BJP FERIA 端 转角 。 

9-3 27819-3 KARERE, MEREN E, KRE B 的 找 度 和 截面 4 的 转角 。 

9-4 习题 9-4 图 所 示 开 口 圆 环 ，6<R， 抗 弯 刚 度 R17， 求 截面 4、B 的 相对 转角 Oigo 

9-5 ”等 截面 曲 杆 BC 的 轴线 为 四 分 之 三 的 圆周 如 习题 9-5 图 所 示 ， 抗 弯 刚 度 态 ， 若 将 AD 杆 视 为 刚性 
Fr, WORE F ЛЕШ F, RE B АКРЕ ЕУ, 
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M 
C 
4 z EI 
к 
习题 9-2 图 AM ы 
€> 
习题 9-4 图 习题 9-5 图 


9-6 习题 9-6 图 所 示 刚 架 各 有 段 长 /， 求 4 截面 转角 和 水 平 位 移 。 
9-7 习题 9-7 图 所 示 简 文 梁 的 上 、 下 两 表面 温度 分 别 为 tf 和 1t,， 如 果 1,>ti， 且 顶 面 和 底面 间 的 温度 按 
直线 规律 变化 ， 材 料 的 膨胀 系数 为 a， 试 求 4 截面 的 转角 和 跨 中 截面 C 的 挠 度 。 


ШЫП 4 











习题 9-6 图 习题 9-7 图 


9-8 习题 9-8 图 所 示 简 支 梁 ， 其 4 端 受 集中 力 侦 的 挠 曲线 方程 为 = (1-x) (21-x) ， 求 在 简 支 染 受 
集中 力 时 4 端 转角 Ө, 与 集中 力 F 的 作用 点 坐标 x 的 关系 。 








习题 9-8 图 





9-9 习题 9-9 图 所 示 检 架 每 根 杆 的 横 截 面 面 积 为 4， 弹性 模 量 为 k， 试 用 能 量 法 求 力 F 作用 点 的 水 平 
位 移 。 

9-10 对 习题 9-10 KAREAR RMR, RKA D Ak pH HE REME H o 

9-11 对 习题 9-11 图 所 示 外 伸 梁 和 载荷 ， 求 点 九 处 的 挠 度 和 转角 。 

9-12 对 图 9-12 Br s ж, Ж. (1) 4 端 转角 ; (2) B miki; (3) C 截面 转角 。 

9-13 2719-13 图 所 示 梅 架 由 七 根 杆 组 成 ， 弹 性 模 量 天 =70GPa, }FAB, AC, Ар, CE 的 横 截面 面积 均 
为 500mm”， 其 他 杆 的 横 截 面 面 积 均 为 100mm2, Q D Е {УЖ 


31/4 
31/4 


习题 9-9 图 


1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 


习题 9-11 


习题 9-10 图 


40kN Ё 





习题 9-12 图 习题 9-13 图 





9-14” 刚 架 和 载荷 如 习题 9-14 图 所 示 ， 各 上 段 杆 的 刚度 均 为 B17， 求 C 端的 位 移 和 转角 。 
9-15 质量 为 35kg Н) Ж Р 从 高 为 h 的 静止 位 置 被 释放 ， 如 习题 9-15 图 所 示 ， 撞 到 杆 的 盘 状 端 C 而 停 
IE, 已 知 =200GPa， 试 确定 高 度 hh 使 满足 杆 内 的 最 大 应 力 为 230MPa。 











习题 9-14 图 习题 9-15 图 
9-16 习题 9-16 图 所 示 空 心 圆柱 AB. 下 端 固定 ， 外 人 径 80mm， 壁 厚 6mm, E=200GPa, 一 个 质量 为 5kg 
的 水 平 飞行 物体 C 以 v=2.55m/s 的 速度 撞击 在 圆柱 上 端 4 处 ， 求 空心 圆柱 内 最 大 的 正 应 力 。 
9-17 质量 为 10kg 的 物体 九 从 不 =450mm 高 处 自由 下 落 ， 撞击 到 染 AB 上 的 位 置 瑟 处 ， 如 习题 9-17 图 
所 示 ， 梁 的 弹性 模 量 =70GPa, Ж: (1) Ей ДХ 7; (2) 梁 内 的 最 大 正 应 力 。 
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习题 9-16 图 习题 9-17 图 
9-18 ”如 习题 9-18 图 所 示 ， 试 求 重 量 为 О 的 球 滚 动 到 悬臂 深 4 ЕКЕ, Жу ЖЕЛЕ, 
9-19 重 下 的 物体 可 绕 梁 4B 的 4 端 转 劲 ， 当 它 在 最 高 位 置 时 水 平 速 度 为 "”， 如 习题 9-19 7, +; 
KI. HERJE ЕТ, buey aki eur W, 均 已 知 ， 试 求 冲 击 时 深 内 最 大 正 应 力 。 
9-20 长 为 41， 抗 弯 刚度 为 态 的 悬臂 染 ， 在 自由 庙 安装 一 起 重 机 ， 重 为 WAEHERE v JETA, 
如 习题 9-20 图 所 示 ， 现 在 起 重 机 突然 制 动 ， 求 此 时 古 索 中 的 动 应 力 。 已 知 是 索 长 为 a, ВАШЛА УА, 
MEREN Е. 


























| А 
ме 


EI 





习题 9-18 图 习题 9-19 图 





习题 9-20 图 





第 10 = 
超 评 定 结构 


第 5 章 曾 阐述 了 拉 伸 与 压缩 杆 件 简单 超 静 定 问题 的 概念 及 其 分 析 方 法 。 但 对 于 一 些 复 杂 
的 超 静 定 结构 ， 例 如 超 静 定 析 架 、 刚 架 等 ， 需 要 进一步 研究 分 析 超 静 定 结构 的 原理 与 方法 。 

由 于 结构 约束 情况 不 同 ， 超 静 定 结构 可 分 为 三 类 : 仅 在 结构 外 部 有 多 余 的 约束 ， 即 约束 
力 是 超 静 定 的 ， 称 为 外 力 超 静 定 结 构 ;， 仅 在 结构 内 部 存在 多 余 的 约束 ， 即 内 力 是 超 静 定 的 ， 
称 为 内 力 超 静 定 结 构 ; 在 结构 外 部 和 内 部 均 有 多 余 的 约束 ， 即 约束 力 和 内 力 均 是 超 静 定 的 ， 
称 为 外 力 与 内 力 超 静 定 结构 。 

本 章 在 能 量 原理 基础 上 ， 研 究 解决 超 静 定 结 构 的 力 法 以 及 建立 补充 方程 的 一 般 形 式 
力 法 代数 方程 。 


Ж] 超 静 定 结构 的 概念 及 其 分 析 方 法 





10.1.1 超 静 定 结构 的 概念 


图 10-1a 所 示 的 曲 杆 ， 固 定 端 4 处 有 三 个 约束 力 ， 而 独立 的 静 力 平衡 方程 有 三 个 ， 故 仅 
用 平衡 方程 就 能 解 出 这 三 个 约束 力 ， 称 为 静 定 绪 构 。 由 于 茶 些 特定 的 工程 需要 ， 例 如 要 提高 
其 强度 或 刚度 ,在 B 处 增加 了 一 个 贸 文 座 ， 如 图 10-1b 所 示 ， 现 在 有 四 个 约束 力 ， 平 衡 方程 
仍然 是 三 个 ， 这 样 就 出 现 了 一 个 多 余 约束 、 约 束 力 ， 是 外 力 超 静 定 结 构 。 注 意 ， 这 里 所 说 的 
“多 余 ” 是 指 对 于 保持 结构 平衡 和 几何 不 变性 来 说 是 多 余 的 。 








图 10-1 
图 10-2a 所 示 的 静 定 刚 染 ，A、B 处 的 三 个 约束 力 可 以 通过 静 力 平衡 方程 求 出 。 这 样 ， 
任 一 截面 (例如 图 10-2b 中 所 示 的 C 截面 ) 的 三 个 内 力 亦 完全 可 以 通过 静 力 平衡 方程 求 出 。 








| 


Шш 
1 
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图 10-2 
现 增加 一 个 二 力 杆 EF ， 如 图 10-2c 所 示 ， 此 时 也 和 截面 又 出 现 一 个 内 力 E 





(图 10-2d)， 总 共 四 个 内 力 ， 但 平衡 方程 仍然 是 三 个 ， 这 样 内 力 就 不 

能 全 部 由 静 力 平衡 方程 解 出 。 图 10-2e 所 示 为 静 定 刚 架 加 ЕЕ 杆 后 形 

成 一 封闭 刚 染 结构 ， 这 样 就 有 六 个 内 力 (图 10-2f) ， 三 个 静 力 平方 程 

解 不 出 六 个 内 力 。 像 这 种 仅 用 平衡 方程 不 能 解 出 全 部 内 力 的 结构 ， 称 

为 内 力 超 静 定 结构 。 图 10-3 所 示 的 刚 架 ,约束 力 与 内 力 不 能 全 部 由 

平衡 方程 解 出 ， 称 为 外 力 与 内 力 超 静 定 结构 。 

约束 力 与 内 力 均 是 未 知 力 ， 而 超过 静 力 平衡 方程 数目 的 未 知 力 数 目 称 为 超 静 定 次 数 。 例 

11, KI 10-2c 所 示 结 构 是 一 次 超 静 定 结 构 ， 而 图 10-2e 所 示 结 构 是 三 次 超 静 定 结构 。 





É 10-3 


10.1.2 起 静 定 结构 的 分 析 方 法 


超 廊 定 结 构 的 分 析 方 法 有 三 种 : 

e 力 法 ”以 多 余 的 未 知 力作 为 基本 未 知 量 来 建立 求解 方程 。 

ө 位 移 法 ”以 结构 的 某 些 位 移 作为 基本 未 知 量 来 建立 求解 方程 。 

ө 混合 法 ”以 部 分 多 余 的 未 知 力 和 部 分 位 移 作 为 基本 未 知 量 来 建立 求解 方程 。 
本 书 只 介绍 力 法 。 


ED) 用 力 法 分 析 超 静 定 结构 











10.2.1 力 法 代数 方程 


现在 以 图 10-4a 所 示 的 一 次 超 静 定 结构 (1/4 BIRF) 为 例 ， 阐 述 力 法 的 解 题 方法 。 





第 10 APREA 一 


首先 视 BP 处 的 可 动 贸 支 座 为 多 余 约 束 巴 以 解除 ， 得 到 如 图 10-4b 所 示 的 静 定 结 构 ， 为 原 结构 
的 基本 结构 ;然后 以 未 知 约束 力 X， (不 能 通过 静 力 平衡 方程 求 出 ) 代 蕉 被 解除 支 座 的 约束 ， 表 
加 上 原来 的 外 力 FF， 得 到 如 图 10-4c 所 示 的 结构 ， 称 为 原 结构 的 相当 结构 。 之 所 以 称 为 相当 结构 ， 
是 要 求 该 结构 的 变形 与 原 结构 的 变形 完全 相同 。 例 如 ， 截 面 В 的 铅 垂 位 移 A, МУЛЖ, БП 











图 。10-4 





А,=0 (а) 
ЛН ШИИ, Д, 可 视 为 单独 作用 引起 В 的 铅 垂 位 移 A， (图 10-4d ) 与 X 单独 作 

用 引起 В уйт {у ДА, (图 10-4e ) H&m, B 
A =A y tA I, = 0 (b) 
根据 葛 尔 定理 ， 欲 求 Aim， 可 在 基本 结构 的 下 处 沿 铬 垂 向 上 方向 加 单位 力 F=1， 如 图 
10-4f 所 示 。 由 于 变形 与 力 呈 线性 关系 ， 硅 单位 力 引 起 的 位 移 用 61 表示 (图 10-4), WAA 
Aix, = Ху (е) 











将 式 (с) RAA (b) 中 ,得 
OXitAip=0 (10-1) 

RP, X, 为 约束 力 ; 611 为 单位 力 F 引 起 В 处 的 铅 垂 位 移 ， A1; 为 原 外 力 引起 p ЖЕУ ДЕ 
位 移 。 式 (10-1) 称 为 力 法 代数 方程 ， 是 一 次 超 静 定 问题 补充 方程 的 一 般 形式 。 

ÆR (10-1) 中 ，611、Ais 均 可 应 用 莫 尔 定理 或 其 他 方法 求 出 。 这 样 ， 就 可 通过 式 
(10-1) Af Xo 

综 上 所 述 ， 力 法 分 析 超 更 定 结构 的 要 点 是 : 由 解除 多 余 的 约束 ， 并 以 相应 的 约束 力 X 
代 蔡 其 作用 ， 得 到 原 结构 的 相当 结构 ; 凶 相 当 结 构 已 经 变 为 静 定 结构 ， 其 变形 应 与 原 结 构 相 
同 ， 从 而 建立 力 法 代数 方程 ; 急 解 此 方程 ， 可 求 得 未 知 的 约束 力 X WE, 


10.2.2 ”二 次 超 静 定 结构 力 法 代数 方程 








车 将 图 10-4a 所 示 结 构 的 巨 处 改 为 固定 铵 支 座 ， 如 图 10-5a 所 示 ， 则 为 二 次 超 静 定 结构 ， 
其 相当 结构 如 图 10-5b 所 示 ， 截 面 有 的 销 重 与 水 平 位 移 均 为 零 ， 即 
A. =0 
A,=0 
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现在 只 分 析 A4A ， 应 用 合 加 原理 可 知 
Д, =4ir+4ir +A Iy, =0 (e) 
RP, Ap, А, А, ЕЕ, Х|, X, 单独 作用 引起 有 处 的 铅 垂 位 移 (图 10-5c、d、e)。 
为 求 后 两 个 位 移 Aiy Ау, ПЕ B 处 加 铅 重 单位 力 F = 1 (图 10-5f) 和 水 平 单位 力 F,=1 
(10-56). 7 Е, , Р, 引起 B 处 的 铝 垂 方向 位 移 分 别 用 6,, 和 6), 表示 ， 则 
Д 
ш. 
RAR (е) H, 4 
A =ô X +ô X, +4, = 0 





同 理 可 得 
A, =ô, X +ó, X, +À,, = 0 
这 样 ， 二 次 超 静 定 结 构 的 力 法 代数 方程 写成 矩阵 形式 是 


N 012 A N 
= 10-2 
05 55, 


X, 
让 

















X; Аз 


10.2.3 n 次 起 静 定 结 构 力 法 代数 方程 


将 式 (10-2) 推广 到 次 超 静 定 结构 ， 得 到 力 法 代数 方程 的 一 般 形 式 

д, Óp ` Ó, X, Ar 0 

б дә Óx X3 A _ 0 
X, Д оғ 


0 


(10-3) 








011 Ó 2 д\„ 
Ó Ó Ó 

式 中 ,| 了 ”| 为 单位 力 引起 的 位 移 矩 阵 (系数 矩阵 )， 由 位 移 互 等 定理 6, = 8 
д Ô „2 j š On 


а РК Е; [X Х, ... X] 为 未 知 力 向 量 ， 即 解 回 量 ; [Ay Дор т А1" 
KHR | НЧ Га н (常数 项 回 量 )。 
式 (10-3) 为 一 线性 方程 组 ， 可 用 计算 机 求解 。 





110-1 图 10-6a 所 示 的 1/4 ДЮЛЕ, EDS ЛЕ ЕГУ н, а=, F. RIEM, 


А ЕЛЖ ИУ H ЖЕН 6 K 





К 10-6 








解 : 题目 所 给 出 的 为 一 次 超 毅 定 结构 ， 取 基本 绪 构 与 相当 结构 如 前 所 述 ， 相 当 绪 构 如 图 
10-6b 所 示 。 
力 法 代数 方程 ó X, +A, =0 
IEEE (采用 极 坐标 ) 如 下 ， 要 和 窍 图 如 图 10-6c 所 示 。 
M (0)=0 (0<0=<a) 





M,(0)= FRsin( 6-а) [«<ө< > 





т X Jr] L 77, jJ 5ГЕ F, ЗАИТ 10-64 所 示 。 
M(0)= -Rsing [0=o< 了 | 
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M(S)M(S) 
Ак = dS 


V2TR 
16Е1 








= 
=: ү]. FRsin( = ayka Raspynap == 





= f M(S)M(S) nR? 
5. =) dS - кча) = 了 
将 Ar 和 5 代入 力 法 代数 方程 中 ， 解 出 
和 -2 
ARNES, WHIKA X 27 18] 5 90 0 [АА] KAMIS EDERA AX 后 再 与 外 力 谷 
Ж ЛЖ ©Л, БП] 2] BJ 25 H 77] ЖЕ 





M(0)= 





2R 
= Е Fsin0 (0=<0=<o) 


M(0)= FR] sin( 0—a) — a7 “<o< 了 | 


ХР а=, 


ЖА ЛЕ В РЕА И А $ PA {у JJ g BE E] K Х, 倍 后 再 与 外 力 
=s. — HIS JPL Z 5 АЕ É] (图 10-6e)。 
例 10-2 图 10-7a MIRRA, ARNEE Р Л н EL, WERS ER., 
解 : 图 示 刚 架 为 二 次 超 静 定 结 构 ， 相 当 结 构 见 图 10-7b。 其 力 法 代数 方程 为 








É 10-7 
OX +ó, X +A, = 0 


021X +8„Х +A,,=0 


| 作 外 力 弯 和 矩 图 M, ЙЫЛ ШШ M, М,, WE 10-7с, d, e 所 示 。 应 用 图 乘法 求 


¿z 





011、 А... 


= 1/1 2 Jg 
M Е >K ô.. =2-— | — . a а • —a | = — 
а ПЕЦ  “ 3 J ЗЕ 
M, 图 与 M, AERE B12 =n". 2 а. 
1 2 Ы отел I 2 073 6El 
= 1 1 2 а 
М 3818 6 =. 1. z — = 
2 МАЯ 2 pp] 2 ”3 ЗЕ] 








s 2 4 
1 1 , | 2 \]_ 74qo 
— * — qa а 一 —@ = 
2 2 3 24E1 
ЕЕ 1 1 1 1 да? 
M, 5м 图 互 乘 得 A,,= 一 .一 .一 oa”… [本 =- 
а єс эе Qa sü j 12ЕЇ 


将 上 述 计算 结果 代入 力 法 代数 方程 中 ， 


2а) а? 74а“ 


а = 
ЗЕТ | 6EI ° 24ЕІ 





2 да? 


— X + - = 0 
бЕІ ' ЗЕІ ° 1281 





3 1 
解 得 X =—qa, X = да? 





JH IAS TE 88 е М WSE, B 


М=Х + MI+X, + М,+М, 





у] ЭН НАЈ 25 Е BIJL AI 10-7, 


0110-3 图 10-8a ITIR KIMIZ, ААРАУ Е ЛК ТАТ У MI. ТАУ ТРЕ 
内 力 。 
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解 : 该 柏 架 结构 文 座 处 的 约束 力 可 由 平衡 方程 确定 。 但 是 ,在 机 架 内 部 存在 一 多 余 杆 
件 ， 为 一 次 内 力 超 静 定 结构 。 

设 杆 4 为 多 余 杆 件 ， 假想 将 其 切 开 ,并 以 作用 在 切口 两 侧 横 截面 上 的 轴 力 X, 代替 其 作 
用 ,相当 结构 如 图 10-8b 所 示 。 原 结构 相应 于 切口 处 两 侧 截 面 的 轴 间 相对 位 移 为 零 ， 可 列 出 
力 法 代数 方程 

ó X +A í, = 0 
应 用 莫 尔 积分 计算 S 和 A1; ， 为 此 ， 首 先 由 图 10-8c、d 分 别 计 算 外 力 严 、 单 位 力 正 所 











引起 的 各 杆 的 轴 力 Кү, 、FN ， 分 别 列 于 表 10-1 中 。 
表 10-1 




















-F/2 
2 -F 1 _ Fa -F/2 
3 0 1 0 F⁄2 
5 V2F - 2 V2a -2/2 Fa V2F/2 
6 0 _ 2 V2a 0 2/2 a -/2 F/2 
由 莫 尔 积分 
A ы = =, Pu tea th 201+ 02) а 
A ЕА л EA, | EA 
Fx, Fy, U 4(1 + /2)a 
Р? EA ЕА 
代入 力 法 代数 方程 ， 解 出 
F 
е 
2 


由 全 加 法 可 求 出 各 丁 件 的 轴 力 ， 即 
Fy =Fh +X, + Fy 
计算 结果 列 于 表 10-1 中 。 
例 10-4 图 10-9a 所 示 的 结构 , AD. BD, CD 三 杆 为 二 力 杆 ， 其 抗 拉 刚度 均 为 4， 横 
Й АВ 抗 弯 刚度 为 RT， 且 1=Aa*/10， 试 求 横梁 中 点 C 的 挠 度 。 
解 : A 和 B 端的 约束 力 


F ó =E, 


该 结构 内 部 有 一 多 余 约 束 ， 是 内 力 一 次 超 静 定 结构 。 假 想 将 CD 杆 切 开 ， 并 以 作用 在 切 
口 横 截 面 两 侧 上 的 轴 力 代 蔡 其 作用 ， 得 相当 结构 ， 如 图 10-9b 所 示 。 切 口 槛 截面 两 侧 的 
轴 向 相对 位 移 为 零 ， 于 是 可 建立 力 法 代数 方程 
ô X +A í, = 0 


F 
Е 
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在 切口 横 截 面 两 侧 上 加 单位 轴 向 力 ， 如 图 10-9c 所 示 。 计 算 载 荷 与 单位 力 引 起 的 相当 结 
构 的 各 丁 与 梁 的 内 力 。 








É 10-9 
Н 10-94 1, 971 К ЕНШ Т, AD, BD, ср #&FF0J3HJJ JS 2. # AB WAE 


, F 
Е 


(О=< x<a) 


F 
M;(x)= + а. (a< x=<2a) 





由 图 10-9: 知 ， 在 单位 力作 用 下 ，AD、BD、CD 各 杆 的 轴 力 


Fx Ем 71 , Na Í 
T% АВ Н 
= 1 
M (x s (O< x<a) (a) 
— 1 
с ез ж. (a<x=<2a) (b) 


a M2( x) 2a M2( x) Ем np К la; Еу leon 5(1 + 4/3 )а 
ИМИ к. сы ы кт 
o ЕІ EI EA EA EA ЗЕА 

















А. = Г еа А i Una . 
代入 力 法 代数 方程 ， 解 得 
F 
1+,/3 
X, MAWR AB Ар, Вр, CD 各 杆 件 的 内 力 分 别 为 





X, = 











кые 
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一 3F 
M (x)=M'(x) + X, ` M (x) = 2 x (0<х=<ода) 
2(1 +43) 
— ЗЕ 
М„(х) = M; (x) +Х,. M.G -E (за - х) (а=< х= 2а) 
2(1 + /3) 
Жук == 
Nip 1 Nip 1 +3 Nap 
№р 1 №р 1 + 3 





现在 计算 C 处 的 接 度 。 为 此 ， 在 基本 结构 的 C 处 加 一 单位 力 ， 如 图 10-9e 所 示 。 在 该 单 
位 力作 用 下 ， 梁 AB 的 弯 算 如 式 (a) 和 式 (b) 所 示 ; АР, BD, ср 各 杆 件 的 轴 力 均 为 零 。 这 
Ж, C 处 的 挠 度 

2 


A. -可 fms) Mi(x)dx + | м, (к) Ml) de | 


1| re ЗЕ 1 2а ЗЕ 
=. = «e — yd + | 
| a 2(1 +43) 








1 
x xdx 2а = x) .一 (2a = x)dx 
ТРЕТ 3 ( ) 55 | 
r 


у 
(6 + 24/3 ) ЕІ 


EDE] 具有 对 称 与 反对 称 性 的 超 静 定 结构 





在 工程 实际 中 ， 有 些 结构 在 儿 何 形状 、 约 束 条 件 、 截 面 尺寸 和 弹性 模 量 等 方面 具有 对 
称 条 件 ， 称 为 对 称 结构 。 例 如 ， 图 10-10a 所 示 的 刚 架 对 称 于 过 的 轴 ， 为 对 称 结构 。 厂 
作用 于 对 称 结构 的 载荷， 其 大 小 相等 ， 作 用 位 置 、 指 回 均 对 称 ， 如 图 10-10b 所 示 ， 称 为 
对 称 载 集 。 反 之 ， 硅 作 用 于 对 称 结构 的 载 集 大 小 相等 ， 作 用 位 置 对 称 , 但 指向 反对 称 ， 
如 图 10-10с 所 示 ， 称 为 反对 称 载 傈 。 在 对 称 载 集 作 用 下 ， 对 称 结 构 的 变形 与 内 力 分 布 将 
对 称 于 结构 的 对 称 轴 ， 称 此 结构 为 具有 对 称 性 的 结构 ;在 反对 称 载 三 作用 下 ， 对称 结构 
的 变形 与 内 力 分 布 将 反对 称 于 结构 的 对 称 轴 ， 称 此 结构 为 具有 反对 称 性 的 结构 。 利 用 对 
称 性 与 反对 称 性 规律 ， 在 分 析 具 有 对 称 性 与 反对 称 性 的 超 静 定 结构 时 ， 可 以 降低 超 静 是 
次 数 ， 使 问题 得 以 简化 。 
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本 
I 


图 10-11a Br N АЈ — 4 — WO Ra Bñ ENAR, EXER EER E AAMA FE 55Jj Е, 
ЖЛЕ M. (Н, КЕ ЗЕ ТРКИ, WRA А КТЕН) ЖР ЕКШН (图 10-11b), UH 
由 对 称 性 规律 可 知 ， 横 截面 已 处 的 反对 称 剪 力 应 为 零 ， 故 降 为 二 次 超 静 定 结 构 。 知 如 图 
10-11с 所 示 ， 该 刚 架 承受 反对 称 载 荷 ， 由 反对 称 性 规律 可 知 ， 对 称 轴 上 的 横 和 截面 互 处 只 
HHF A AKE, WRAN fF、、M 应 为 零 ， 故 降 为 一 次 超 静 定 结构 。 


E 
E D 
q 
B 


例 10-5 图 10-12a 所 示 的 等 截面 圆 环 , WB Ap 作用 一 对 方向 相反 的 外 力 F, AR 
25 ЈЕ 0 ЕІ, WIAA, B 两 点 的 相对 位 移 。 








A 
| D 
р: 
c 2 
b) c) 








А А 
0 D 0 D 
F 1 
2 
d) e) f) 
图 10-12 





解 : KAANID, MR ARR їп CD 将 圆 环 切 开 ， 由 对 称 性 可 知 ， 截 
Ш СЖр ЕРОЛ, НЭ 702, НАЕ MEE M. (É 10-12b)。 利 用 平衡 条 件 
可 求 得 Fy =Р/2, WRA M, 为 多 余 约 东 力 ， 把 它 记 为 X。 由 于 变形 与 内 力 分 布 均 对 称 于 
АВ ЯП СР, A. B. С, D 四 个 截面 处 转角 为 零 ， 故 只 人 研究 圆 环 的 四 分 之 一 ， 把 截面 4 作为 固 
定 端 (图 10-12c)， 再 根据 截面 D 的 转角 是 零 的 条 件 ， 可 列 出 力 法 代数 方程 
OXitAip=0 
RP, Ar Р =Е/2 单独 作用 在 基本 结构 上 时 截面 D 的 转角 (图 10-124); 6,, 是 所 加 的 与 























! 


щи Ч 


| 
l: 
| 
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X, 同方 加 的 单位 力 偶 单独 作用 在 基本 结构 上 时 鹤 面 忆 的 转角 (图 10-12e) 。 现 在 计算 Ar 和 
ô, ШЁ 10-124, e 求 出 


RF = 
ИЕС ею , M(0)= -1 











由 莫 尔 积分 
_ [> M'(0)M(0) _ _ O RF 
Air | 一 Ra6 s ous) dg = i I] 
s 7 
5. -f Ке рав т 
ПИРОТ, 
1 1 
X=- 二) a 
2 T 
这 样 ， 原 结构 四 分 之 一 圆 环 的 弯 拢 
— 1 cos0 т 
MCO) = M'(0) + ХМ) = (= - jer [(о<ө< 7] 
т 2 2 





要 计算 4、B 的 相对 位 移 A... ТЕЗЕ ЛЕЛЕ JJ ARK Щ D 处 加 一 单位 力 (图 10-12f) ， 求 出 也 
相对 于 4 的 位 移 Aip, W A,,=2A,,。 


M (0) = R(1 - cos0) [o < 0 < 7) 





Z M(0)M,(0) 
Ass = 245 =2 | = КЧӨ 


2 fa 1 cos0 
= — r| 一 =з FR(1 — cos) аб 


EI TT 
Ë T 
= |— - рр 
4 EI 





EEH, Pro. MEIRE ше 常 遇 到 一 种 梁 具有 三 个 或 更 多 个 支承 ， 可 
简化 为 如 图 10-13a 所 示 的 超 静 定 结 构 ， 称 为 连续 梁 。 硅 采用 10.2 所 述 аи BI Æ F р [Н] 
ФАШ пр ајр ж ЖЕ, ARER, PR) ü JH Z ДШИ 77, 4820420428, A 

EPERE ж. ИЕ ЛЬ} Е ЈАНИ КЕ, et ea 
中 均 包 含 全 部 的 多 余 约 束 力 和 全 部 外 力 引 起 的 变形 项 ， 而 需要 大 量 的 计算 工作 。 

可 以 考虑 一 种 简捷 的 解法 ， 即 在 多 余 的 中 间 贸 支 座 处 将 梁 切 开 ， 并 代 以 贸 链 连接 。 

М, ， 使 粱 在 文 承 处 失去 连续 性 ， 从 而 将 文 承 处 的 弯 和 矩 从 结构 中 暴 需 出来。 此 时 ， оз 
RIELE, FALE FE. H Ж 22 ЕЛШЕ iZ E BJ УКА Т B m ж JK ab J K В (多 
ЯАР 27 Я IB B), WE 10-13b 所 示 。 对 于 每 个 简 支 梁 ， 很 容易 计算 其 两 端面 的 转角 ， 
然后 根据 文 承 处 相连 两 截面 转角 相等 这 一 变形 条 件 建 立 补 充 方程 ， 最 后 解 出 全 部 多 余 文 承 处 

















图 10-13 

SE, 

现在 从 图 10-13b Bir zS АЈА `4 28 J rH 2 ¿ T ж B aE Н 2 Р ТАЈ з 2. EWES, 
ШЖ: ж ЕНЕ ТУК F. ЯПКАН М,_ S М,; 作用 在 右 跨 ， 即 第 i+1 ES BJ 
x ЕНЕ ТУР F. р ЖАП АЕ M. 与 M,,; ， 如 图 10-14a 所 示 。 第 i 跨 与 第 itl 0 
简 支 梁 上 F,、F,,, 引 起 的 外 载荷 弯 矩 图 如 图 10-14b 所 示 。 由 图 乘法 ， 若 设 第 i 跨 梁 跨 度 为 
1,， 外 载荷 弯 矩 图 面积 为 w,， 其 形 心 С, 与 第 i-1 支 座 的 距离 为 d,;， 则 F. E (Ya i 产生 的 
转角 





‚ wd, 








而 Mi 1 与 М, 使 该 截面 的 转角 
M, l, M.L 
Өм = T 
6ЕГ. ЗЕТ, 
AFE, P iB RA ЕТА i BJ SA 356 ffl E 














图 10-14 


同 理 ， 第 itl PEB] ж Se ZE WW 8k i BJ ЛАЕШ E 


т 1 @ л м, М а 
+ + 





| ЕГ, L. 3 6 


1+1 
式 中 各 符号 代表 与 第 i 跨 梁 相对 应 的 第 +l 跨 梁 的 各 个 量 。 再 根据 第 i 个 文 承 处 左 、 右 相连 
的 两 蕉 面 转角 应 该 相等 这 一 条 件 ， 即 9; =07, ， 便 得 到 补充 方程 




















[s]; [m] 
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Мч 


M-il; 











l, lisa МН _ 0:4, 
+ 2M.|— + + == O| = 
I, Í... Il, 


式 (10-4) 是 对 于 第 i 个 支承 所 列 出 的 方程 ， 其 中 只 包含 第 
文系 处 的 未 知 弯 矩 ， 故 称 为 三 弯 珑 方程 。 





M (10-4) 
ш | | 
个 文 承 以 及 左右 相 邻 两 个 


如 条 连续 染 的 横 规 面 处 处 相等 ， 即 天 =7 ， 则 三 弯 算 方程 可 简化 为 





I+] i+] 


wd, 
үл JL (T Fag) Magl =- 6f + 


L. 


l 


а) 


i+ 


l 





19,41 
| (10-5) 


L+] 


对 于 具有 n ЛТ АХР ЇН К Е АЕ А, AH п rE, ЁШ п ERER MIES E 





例 10-6 图 10-15a 所 示 的 三 跨 连 续 梁 ， 刚 度 ENE, ТАЙЕНЕ B. 


q F=ql 





d) 12 


图 10-15 





ЇЙ: 为 二 次 超 静 定 深 ， 图 10-15b 所 示 为 其 相当 结构 。 可 根据 中 间 两 个 文 承 1、2 列 出 两 


ЛУ = ЖН 7] IE 


6 
л озова 


6 
M I+2M,(I+1) +0 = – a оза) 





为 计算 о, 与 а, ERR БИЕН 25 H А, ПИЯ 10-15c 所 示 。 于 是 求 得 


2 4 1 P i 
=2х—-Х ДРЕ ИЕ n „d =— 
3 5 2 12 2 
w, = 0 
1 9 j i 
w, =— < xl, d ms = 
2 4 8 2 


Кл анну, Ж 





M Пор M = 
1 24 5 2 123 


结果 为 负 值 ， 说 明 Wi . M, 的 实际 方向 与 图 中 所 设 方向 相反 。 图 10-15d 所 示 为 连续 染 
KBER, 
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10-1 试 判 断 习 题 10-1 图 所 示 各 平面 结构 的 超 静 定 次 数 


ата ата 


А А 
Н ° 


习题 10-1 图 
10-2 1231 10-2 KHAIRA, ЕІ АВ 的 抗 弯 刚度 为 ЕТ, BC 杆 的 抗 拉 刚度 为 EM， 试 求 BC 杆 所 受 
的 拉力 及 B 点 沿 铅 垂 方向 的 位 移 。 
10-3 ”习题 10-3 Ат R AD 和 ВЕ 的 抗 弯 刚度 丝 为 El=24x10°N + т>, АЕ DC 的 横 截 面 面 积 
A=3x10 fm”, 材料 弹性 模 量 =200GN/m?*。 若 外 力 F=50kN, WR Ар Æ D KRE., 











习题 10-2 图 习题 10-3 图 
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10-4 习题 10-4 77 2 АСВ Wa ж, PA C 处 为 弹 算 支承 。 奉 弹 钼 刚度 系数 =500kN/m，, Н. 
已 知 1=4m, b=60mm, h=80mm, Е= 1. 0х10*МРа, 271 #1 q=10kN/m, WOR EAR, 

10-5 WENJEN ЕГНЕ АВС 在 承受 载荷 前 安装 在 文 座 4、C 上 ， 梁 与 文 座 已 间 有 一 间 院 人 A， 如 习 
АЙ 10-5 图 所 示 。 承 受 均 布 载 谷 后， 深 发 生 要 曲 变形 并 与 文 座 有 接触 。 奉 要 使 三 个 文 座 的 约束 力 均 相等 ， 则 
间 际 A 应 为 多 大 ? 














习题 10-4 图 习题 10-5 图 
10-6 各 种 刚 架 如 习题 10-6 图 a~f 所 示 ， 硅 刚 架 各 部 分 的 抗 窟 刚度 均 为 常量 ЕТ, M = Fa， 试 作 各 刚 架 
Н) ЖЛЕ ÉS. 
а 2 


- T. 






a F 
F 
3 
a) b) c) 
q 2a 
q 
з З 
S 
а 
= s 


d) e) f) 
习题 10-6 图 


10-7 习题 10-7 图 所 示 圆 弧 形 小 曲率 杆 ， 抗 弯 刚 度 EL 为 常量 ， 试 求 约束 力 。 并 计算 习题 10-7 图 b 中 4 
的 水 平 位移 。 








b) 


习题 10-7 图 





第 10 È 超 静 定 结 构 





习题 10-8 图 


4a 
4a 





a) b) c) 


习题 10-9 图 F 
10-8 习题 10-8 图 a 所 示 为 在 任意 载荷 作用 下 的 对 称 结构 ， 知 选用 对 称 的 基本 结构 (习题 10-8 图 b), 
试 证 其 力 法 代数 方程 为 
бХ +ó, X +A, = 0 
Óx X +ó, X +A,,=0 
633X,+A3r = 0 
10-9 习题 10-9 Fš] Br z ARK 906 Z НӘ u S МИЛЕ Ep ET (Wan), 
ТА ТЕ ЖЕ ИЛЕ BJ S 9. 
10-10 “习题 10-10 图 所 示 正 方形 桥架 ,各 杆 的 抗 拉 刚度 均 为 EA, 
试 求 杆 BC 的 轴 力 。 

















Aa? Б 习题 10-10 图 
10-11 由 习题 10-11 图 所 示 结 构 ，1=。 试 求 :(1) 杆 BC 的 


轴 力 ; (2) 求 习 题 10-11 图 a 中 节点 B 的 水 平 位 移 ; 求 习 题 10-11 K b PHR p Ҥй ДЕ [УЖ 





习题 “10-11 图 


10-12 习题 10-12 图 所 示 杆 件 结构 ， 各 杆 的 抗 拉 刚 度 均 为 4。 试 用力 法 求 各 杆 的 内 力 。 





10-13 27 10-13 图 中 所 示 两 染 相互 交叉 ， 在 中 点 互相 接触 。 已 知 两 染 鹤 面 的 形 心 主 惯性 和 矩 分 别 为 万、 
1,， 材 料 相 同 ， 求 两 梁 各 自 所 承受 的 载 集 大 小 。 
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习题 ”10-12 图 
10-14 习题 10-14 图 所 示 平 面 检 架 中 ， 所 有 杆 件 材料 的 弹性 模 量 EF 均 
WHE, AB, ВС, CD 三 杆 的 横 截 面 面 积 А, = 30cm*， 其余 各 杆 的 横 截 面 面 
ËLA,=15em2, #ra=6m, F=130kN, WR BC 杆 的 内 力 。 
10-15 习题 10-15 图 所 示 刚 架 ， 各 部 分 抗 弯 刚度 均 为 常量 ЕГ, АЕ 
З. 
10-16 271 10-16 тл І, KRONE ИЖЕ) S W ЕГ, WEK 
SER, FIARA AS B Wr AB ERJ lu] HAH XTM o 
10-17 习题 10-17 тул 27 ЛУШ Ж [ЕҢ ДОНУУ, r bu es 8 EI 为 
ом, WAR A S BUT AB 连 线 方向 的 相对 线 位 移 。 
| 10-18 ” 横 截面 为 圆 形 的 等 截面 刚 架 如 习题 10-18 图 所 示 ， 材 料 的 弹性 
J REN E, AHE „=0.3„ WIE NAR Ну B Es] 5. 习题 10-13 图 

















习题 10-14 图 习题 10-15 图 





习题 10-16 图 








10-19 025 КЛ 三 为 常量 ， 试 用 三 弯 和 矩 方程 求解 ， 作 习题 10-19 тух ЗЕН) ЖЛЕ ES]. 
10-20 “习题 10-20 т7л 2, MEME EL N ш, ж ж B Ріо, WH ZE EDERA R A FER 
的 弯 和 矩 网 。 














a) b) 


习题 10-17 图 





a) b) 


习题 10-18 图 


EI EI EI EI 





a) b) 


q 

qa? Mo 

EI EI 

EI EI š 2EI EI EI 
2a 2a a a | а а 2 


с) d) 


习题 10-19 图 


习题 10-20 图 
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材料 失效 及 强度 理论 


由 第 4 章 材 料 的 拉 伸 与 压缩 试验 可 知 ， 当 材料 处 于 极限 应 力 状 态 时 就 要 属 服 或 断裂 ， 即 
材料 失效 。 不 同 材料 失效 的 现象 和 规律 截然 不 同 ， 即 使 是 同一 种 材料 处 于 不 同 应 力 状 态 时 ， 
失效 的 现象 和 规律 也 不 同 。 怎 样 从 众多 的 失效 现象 中 寻找 失效 规律 ， 如 何 假 设 失效 的 共同 原 
因 ， 从 而 利用 有 限 的 试验 资料 去 建立 材料 的 失效 判 据 ， 即 强度 理论 ， 是 本 章 研究 的 主要 
内 容 。 


本 章 主要 讨论 常用 工程 材料 静 载 荷 时 的 常用 强度 理论 。 


ИП 常用 工程 材料 的 失效 模式 及 强度 理论 概念 


11.1.1 常用 工程 材料 的 失效 模式 








第 4 qu ln DNE TRIR- py khi ii J E 38 Н ПЖ АЖ, B 6 章 我 们 又 讨论 了 低 碳 
钢 与 狼 铁 扭转 时 的 破坏 现象 。 当 材料 发 生 断 裂 时 ， 构 件 因 解体 而 丧失 承载 能 力 ; 当 材 料 发 生 
屈服 时 ， 唱 面 间 相 对 滑 移 ， 构 件 要 产生 塑性 变形 而 失去 正 币 的 功能 。 这 两 种 现象 称 为 材料 失 
效 ， 届 服 与 断裂 是 材料 的 两 种 基本 失效 模式 。 

在 简单 应 力 状 态 下 ， 材 料 发 生 哪 种 失效 ， 将 取决 于 材料 本 号 的 力 竺 
性 能 。 和 钴 铁 是 脆性 材料 ， 其 抗 拉 能 力 低 于 抗 辫 能 力 ， 且 其 抗 拉 、 抗 辫 能 
力 均 低 于 抗 压 能 力 。 狼 铁 试 件 拉 伸 时 (处 于 单 回 应 力 状 态 ) ТЕЛШ 
АЪТ; 扭转 时 (处 于 纯 切 应 力 状态 ) 在 与 轴线 成 45" 的 螺旋 面 处 拉 
Юг; 压缩 时 ， 在 与 轴线 成 45" 的 斜面 处 勇 新 。 这 种 断裂 在 其 发 生 之 前 不 
产生 塑性 变形 或 塑性 变形 很 小 ， 称 为 脆性 断 妥 。 低 碳 钢 是 塑性 材料 ， 其 
抗 筋 能 力 低 于 抗 拉 、 抗 压 能 力 。 低 碳 钢 试 件 拉 伸 时 ， 先 屈服 后 拉 断 ， 捏 
转 时 先 届 服 后 芍 断 。 这 种 断 错 在 其 发 生 之 前 产生 塑性 变形 ， 称 为 韧性 
WA, 

在 复杂 应 力 状 态 下 ， 材 料 发 生 哪 种 失效 ， 还 将 取决 于 应 力 状 态 。 例 = лы 
Ж, ERRA ИН [ЙА Е 07 — 12: 9 BJ ЁТ (F 11-1а), ШЖ ЖЕ FK AHS, PA 
ЕЕ 1] ТЕГ 7 A ih W 6 BJ ЕЛЕЕ, ТЕТЛА ЛБ Б ЛУЛА ТЫ ЯР Ж AE ЕЙТ (图 11-1b)。 这 
z [А] А ИЛИ ВРА Р 1а ЛУ 7 4, RAR ЕЛУ АВИ, ТИЙ, ВЕТ Л Л] 
RES ÆRE, ХШ, ЖЖ ЕЙ PEB ЕР, EA ААУ 22 Е ВЕ ЮТ, (НА [АЕР К 
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试 件 在 轴 辐 压缩 的 同时 ， 在 圆柱 表面 还 承 有 党 均匀 径 癌 压力 作用 ， 且 保持 径 回 压 应 力 恒 小 于 轴 
回 压 应 力 ， 则 在 这 样 的 三 向 压 应 力 状 态 下 ， 试 件 会 变 成 腰 或 形 而 发 生 了 显 若 的 塑性 变形 
(图 11-2) 。 








11.1.2 强度 理论 概念 


材料 发 生 什么 形式 的 失效 ? 何 时 发 生 和 失效 ?失效 时 的 应 力 ， 即 极限 应 力 是 多 大 ? 怎样 建 ШШ 
RICAJ? 要 解决 这 些 问题 ， 对 于 单 回 应 力 状 态 情 况 是 很 容易 的 ， 可 以 模拟 实际 的 单 回应 
力 状 态 进 行 轴 癌 拉 伸 试验 。 
对 于 脆性 材料 ， 当 材料 发 生 断 裂 失效 时 ， 抗 拉 强 度 с, 就 是 极限 应 力 ， 失 效 判 据 为 
G =, (11-1) 


对 于 塑性 材料 ， 当 材料 发 生 届 服 失效 时 ， 届 服 点 с, йл В Л 77, RIGI ДЕ A 
G = с, (11-2) 


但 对 于 复杂 应 力 状态 情况 ， 要 回答 上 述 问题 就 不 那么 容易 了 。 因 为 实际 构件 受 力 是 多 种 
多 样 的 ， 其 主 应 力 间 比值 也 因此 而 异 。 如 采 仪 用 试验 的 方法 去 建立 失效 判 据 ， 就 需要 对 每 一 
种 材料 针对 每 一 种 主 应 力 比 值 的 应 力 状态 进行 试验 ， 以 确定 每 一 种 主 应 力 比 值 下 失效 时 的 主 
应 力 值 ， 这 显然 是 不 现实 的 。 此 外 ， 对 于 某 些 应 力 状 态 ， 如 三 回 等 拉 应 力 状 态 ， 进 行 这 样 的 
失效 试验 ， 在 技术 上 也 是 难以 实现 的 。 

但 是 ， 材 料 失 效 的 原因 是 有 规律 可 循 的 ， 在 有 限 试验 的 基础 上 ， 可 以 对 材料 失效 的 现象 
加 以 归纳 、 整 理 ， 对 失效 原因 做 一 些 假说 ， 即 无 论 何 种 应 力 状态 、 何 种 材料 ， 只 要 失效 模式 
相同 ， 便 具有 同一 个 失效 原因 。 这 样 ， 就 可 以 通过 轴 向 拉 伸 这 一 简单 试验 的 结果 ， 去 预测 材 
料 在 不 同 应 力 状态 下 的 失效 ， 建 立 材 料 在 一 般 应 力 状态 下 的 失效 判 据 。 关 于 材料 失效 原因 与 
失效 规律 的 假说 或 学 说 ， 称 为 强度 理论 。 

显然 ， 强 度 理论 必须 经 受 试验 与 实践 的 检验 。 实 际 上 ， 也 正 是 在 反复 试验 与 实践 的 基础 
上 ， 强 度 理论 才 得 到 发 展 并 日 趋 完善 。 目 前 ， 强 度 理 论 有 多 种 ， 下 面 介 绍 工程 中 常用 的 几 种 
强度 理论 。 
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DA 关于 断裂 的 强度 理论 


11.2.1 最 大 拉 应 力 理论 (第 一 强度 理论 ) 


最 大 拉 应 力 理论 将 材料 脆 断 失效 的 主要 原因 归结 为 最 大 拉 应 力 ， 认 为 无 论 材 料 处 于 何 种 
应 力 状 态 ， 只 要 最 大 拉 应 力 o, 达到 材料 单 向 拉 伸 试验 脆 断 时 的 极限 拉 应 力 值 rij，( 即 强度 
极限 o,)， 材 料 就 发 生 脆 断 失 效 。 按 此 理论 ， 材 料 脆 断 失 效 的 判 据 是 

O, = O|, = G). (11-3) 

试验 表明 ， 脆 性 材料 在 二 向 或 三 向 拉 伸 断裂 时 ， 该 理论 与 试验 结果 相当 吻合 。 当 存在 压 
应 力 ， 若 材料 仍 发 生 脆 断 失 效 时 ， 与 试验 结果 也 接近 ; 但 车 发 生 剪断 失效 时 ， 该 理论 与 试验 
结果 不 符合 。 这 一 理论 没有 考虑 另外 两 个 主 应 力 o, 和 o, 对 材料 失效 的 影响 。 此 外 ， 对 于 
没有 拉 应 力 的 三 回 压 应 力 状 态 ， 不 能 应 用 此 理论 。 














11.2.2 最 大 拉 应 变 理论 (第 二 强度 理论 ) 
最 大 拉 应 变 理论 将 材料 脆 断 失效 的 主要 原因 归结 为 最 大 拉 应 变 ， 认 为 无 论 材 料 处 于 何 种 


应 力 状 态 ， 只 要 最 大 拉 应 变 e, 达到 材料 单 回 拉 伸 试 验 脆 断 时 的 极限 拉 应 变 值 a1,， 材 料 就 发 
生 脆 断 失 效 。 按 此 理论 ， 材 料 脆 断 失 效 的 判 据 是 





nt 


E€ = ё; a 


( 
xT FPK SPG PEB Ж, Е 21] 709, ЖОЛУ 71-ЛУ ЛЕ R r l IR Н ya E Ë, Е, RM 
力 状 态 下 的 最 大 拉 应 变 

e = 21у -vos +03)] (b) 
而 材料 在 单 问 拉 伸 试验 断裂 时 的 极限 拉 应 变 为 
ёш р (с) 
将 式 (b) 50 (с) RAR (а) P, ЛЕГ СНА ЯА N 
с, -Vv(o, +0; ) = O, (11-4) 
试验 证 明 : ВЕРЕ EHEN H M-ES F, HR) JJI K ТЛ ЕН, ҖИ 
论 与 试验 绪 采 大 致 吻合 。 最 大 拉 应 变 理论 能 很 好 地 解释 大 理 石 在 轴 回 压缩 时 ( 试 件 与 试验 
机 夹板 间 摩 探 较 小 条 件 下 ) 沿 轴 向 开裂 的 失效 现象 。 


11.2.3 相当 应 力 


式 (11-3) 和 式 (11-4) 说 明 ， 当 由 强度 理论 来 建立 各 种 应 力 状 态 下 材料 的 失效 判 据 
时 ， 是 将 主 应 力 的 某 一 综合 值 与 材料 单 回 拉 伸 时 的 极限 应 力 相 比较 。 主 应 力 的 这 一 综合 值 称 
为 相当 应 力 ， 用 o, 表示 。 
最 大 拉 应 力 理论 的 相当 应 力 与 失效 判 据 分 别 为 
Il = Oil (11-5а) 
Il = 9} (11-56) 
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最 大 拉 应 变 理 论 的 相当 应 力 与 失效 判 据 分 别 为 
OC = G| - V(O. +03) (11-6a) 
To = G, (11-6b) 


11.2.4 关于 脆 断 强度 理论 的 试验 研究 


关于 强度 理论 的 试验 研究 通常 采用 注 壁 加 管 试 件 ， 做 拉 
їй (ЖАЙ) 与 内 压 、 拉 伸 与 扭转 等 复合 加 载 试验 。 由 于 圆 管 
壁 厚 方向 是 一 个 主 应 力 方向 ， 可 以 认为 此 主 应 力 值 为 零 ， 这 
样 ， 束 构造 了 一 个 平面 应 力 状态 。 调 整 各 癌 载 集 ， 可 在 相应 
各 种 主 应 力 比 值 的 应 力 状 态 下 达到 材料 的 失效 状态 。 

天 于 脆 断 强度 理论 的 试验 研究 ， 可 以 采用 灰 狼 铁 薄 壁 圆 
EAF, ü JV JE j HI] Жїр ( 拉 或 压 ) 试验 。 改 变 内 压 
与 轴 问 载 集 的 比值 ， 即 改变 两 个 主 应 力 的 比值 ， 可 得 相应 于 
某 一 比值 的 应 力 状 态 下 材料 脆 断 时 的 极限 应 力 (图 11-3)。 从 
图 11-3 可 以 看 出 ， 在 二 辐 拉 伸 以 及 压 应 力 超 过 拉 应 力 不 多 的 
二 同 拉 、 压 应 力 状态 下 ， 最 大 拉 应 力 理论 与 试验 结 末 很 吻合 ; 
而 在 压 应 力 超过 拉 应 力 较 多 的 二 向 拉 、 压 应 力 状 态 下 ， 最 大 
拉 应 变 理论 与 试验 结果 更 接近 。 


ЕЕЕ) 关于 屈服 的 强度 理论 























11.3.1 最 大 切 应 力 理论 (第 三 强度 理论 ) 


最 大 切 应 力 理论 将 材料 届 服 失效 的 主要 原因 归结 为 最 大 切 应 力 ， 
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认为 无 论 材料 处 于 何 种 


应 力 状态 ， 只 要 最 大 切 应 力 ru 达到 材料 单 向 拉 伸 试验 届 服 时 的 极限 最 大 切 应 力 值 x, ， 材 料 


就 发 生 届 服 失 效 。 按 此 理论 ， 材 料 届 服 失效 的 判 据 是 


7 =T, 


max 


复杂 应 力 状态 下 最 大 切 应 力 
T max 一 gi = сз) 


АВ. [я] h fi Ji JZ BJ НУ k BR UJ y JJ AE 





1 
т = е@ 


и Э S 


FE (b) Ж (с) 代入 式 (a) 中 ， 则 材料 届 服 失效 的 判 据 变 为 


Ca Tg Gos u Sak 


AF, oa 为 最 大 切 应 力 理 论 的 相当 应 力 。 





(a) 


(b) 


在 平面 应 力 状态 时 ， 设 三 个 主 应 力 分 别 是 o'、o”"、o”， 且 0”=0 (Шо, о". о" 


三 个 主 应 力 ， 但 没有 顺序 关系 ) 。 这 样 ， 式 (11-7) ЛЕ: 
М о'>о">0 Н, Ш о’ =o. ; 
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当 о">о'>0 时 ， 则 о"=с, ; 

М о'>0, о"<0 Hf, W о'-о"=с, ; 

当 о'<0"<0 Е,  -о'=со, ; 

当 о"<0'<0 В, -о”"=о, ; 

М о'<0, о">0 BF, № о"-о'=с, o 

在 应 力主 轴 坐 标 系 00'o" 中 ， 以 上 六 种 情况 的 届 服 判 据 为 
六 条 下 线 所 围 成 的 一 个 六 边 形 (图 11-4) 。 这 个 六 边 形 直观 地 
表示 出 平面 应 力 状 态 下 材料 的 届 服 判 据 ， 当 表示 实际 应 力 状 态 图 11-4 
的 点 位 于 六 边 形 内 部 时 ， 材 料 不 发 生 届 服 失效 ; 当 位 于 六 边 形 
的 边 上 或 外 部 时 ， 材料 将 发 生 届 服 失效 。 








11.3.2 形变 应 变 能 理论 (第 四 强度 理论 ) 

形变 应 变 能 理论 将 材料 屈服 失效 的 主要 原因 归结 为 形变 应 变 能 ， 认 为 无 论 材 料 处 于 何 种 
应 力 状 态 ， 只 要 形变 应 变 能 e, 达到 材料 单 向 拉 伸 试验 届 服 时 的 极限 形变 应 变 能 ex ， 材 料 就 
发 生 届 服 失效 。 按 此 理论 ， 材料 届 服 失效 的 判 据 是 














. er = ef (d) 
В оет 
(ор 0з) + (шу = 03)? + (оу = о)? (е) 
单 向 拉 伸 试验 届 服 时 的 极限 形变 应 变 能 
“= Uo, = 0)? + (0-0)? +(0-0)] =”: (f) 


将 式 (е) MA (0) 代入 式 (d) 中 ， 则 材料 届 服 失效 的 判 据 变 为 





1 
сы = zll 70) + (05 — Gs) + (Gs -oh ] =G. (11-8) 


NP, c NIEZE ЛҮ ЛЕ ЗЕ ЖҮР, KIH >4 w JJ ç 
在 平面 应 力 状 态 下 ， 有 一 个 主 应 力 (假设 为 o") 是 
零 。 设 非 零 主 应 力 为 a'S о", XEN (11-8) 变 为 
‚2 , _” 


o” - o'o" +0” = о, (11-9) 


在 应 力主 轴 坐 标 系 0c'o" 中 , W (11-9) тл МИ, -a 


如 图 11-5 所 示 。 椭 圆 的 长 轴 过 一 、 三 象限 ， 其 端点 4、B 的 | 一 
_ | O 纯 切 应 力 状态 
坐标 分 别 为 (c,c.) 和 (=-c.,-o.); 而 短 轴 过 二 、 四 象限 ， 
BA-o; 


А С, D ВЈ 27 Л 56 ( -0.577 с,, 0. 5770, ) 和 
(0. 5770,, –0. 5770,), Ё 11-5 "710 JÉ B R: B < HJ Ё 155 
应 力 理论 的 六 边 形 。 









11.3.3 最 大 切 应 力 理论 与 形变 应 变 能 理论 的 试验 验证 


W. Lode, G. I. Taylor 等 几 位 学 者 ， 用 软 钢 、 铜 、 铝 、 合 金 钢 等 材料 制 成 薄 壁 加 简 试 件 ， 
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做 拉 伸 与 扭转 、 拉 伸 (JE38) 与 内 压 等 复合 加 载 试 验 。 由 于 圆 简 壁 厚 方 回 是 一 个 主 应 力 方 
癌 ， 可 以 认为 此 主 应 力 值 为 零 ， 这 样 就 将 构造 一 个 平面 应 力 状态 。 调 整 各 同和 载 何 ， 可 在 各 种 
主 应 力 比 值 下 求 出 届 服 点 ,确定 应 力 平面 内 届 服 曲线 形状 。 图 11-6 中 汇总 了 几 位 学 者 得 到 
的 试验 结果 ， 图 中 符号 由 表 11-1 说 明 。 由 图 11-6 可 以 看 出 ， 两 个 强度 理论 都 与 试验 结果 偏 
差 不 大 ， 而 形变 应 变 能 理论 与 实际 更 接近 ，。 

表 11-1 图 11-6 中 符号 说 明 表 
































符号 材料 试验 人 
合金 钢 莱 色 和 尔 及 马克 格 列 高 尔 (Lessels & Mac Gregor) 
O 钢 罗 地 (Lode) 
ө 铜 罗 地 (Lode) 
А ©. 罗 地 (Lode) 
+ 钢 ТУЛ Lj Ж ЗК ( Ross & Eichinger) 
x Hi Же] Ej £= JE (Taylor & Quinney) 
m FE Жк] 3 ЈЬ (Taylor & Quinney) 
©, 软 钢 泰勒 与 硅 尼 (Taylor & Quinney) 
-O- 碳 钢 泰勒 与 奎 尼 (Taylor & Quinney) 
L|] 合金 3S-H 马 林 与 斯 坦 利 ( Marin & Stanley) 











在 纯 切 应 力 状 态 下 ， 届 服 时 主 应 力 分 别 为 сү=т,, os=0，03= 


Or = Oy = 2т, = 0, 


т. = 0. 5с, 





ка - Da) + (G, agy) + (Gs 一 o)’ | 
= V37, Е С. 
T = ЕЛЕ = 0. 5770, 
V3 
两 个 强度 理论 比较 ， 在 纯 切 应 力 状 态 时 差别 最 大 ， 形 变 应 变 
能 理论 的 屈服 应 力 比 最 大 切 应 力 理论 的 屈服 应 力 高 约 15%， 即 
0. 5770, - 0. 5с, 
0. 50, 





= 15% 


ПОЮ 莫 尔 强度 理论 
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理论 却 是 以 材料 的 失效 试验 为 基础 来 建立 失效 判 据 的 。 

同一 种 材料 在 各 种 不 同 应 力 状 态 下 (包括 单 向 拉 
f. AERA, Ww) 失效 ( 届 服 或 断裂 ) Н], Ж 
对 应 春 一 系列 的 应 力 圆 。 这 些 应 力 圆 都 是 该 材料 失效 
时 的 极限 应 力 圆 。 这 些 极限 应 力 圆 的 包 络 线 称 为 极限 
曲线 ,用 4B、A4'B' 表 示 (图 11-7) 。 更 尔 强 度 理 论 认 
为 ， 当 材料 所 承受 的 实际 应 力 状 态 的 应 力 圆 与 包 络 线 
相 切 或 相交 时 ,该 材料 将 发 生 失 效 ( 届 服 或 断裂 )， 
人 否则， 就 不 会 失效 。 

包 络 线 与 材料 有 关 ， 不同 材 料 的 包 络 线 也 不 一 样 。 但是， 同一 材料 包 络 线 是 否 唯 一 ? 理 
论 上 ， 对 于 单 回 拉 伸 与 压缩 、 纯 切 应 力 状 态 下 材料 ， 其 极限 应 力 圆 均 各 目 唯 一 ; 但 对 于 复杂 
应 力 状 态 ， 寿 两 个 应 力 状态 的 o. o, 对 应 相等 ,而 с 不 等 ， 则 极限 应 力 圆 是 不 同 的 。 也 
就 是 说 ， 中 间 主 应 力 o, 对 材料 失效 是 有 影 啊 的。 这样， 严格 说 来 包 络 线 并 不 了 唯一。 但是， 
试验 证 明 ， 中 间 主 应 力 o, 对 材料 失效 的 影响 不 大 ， 即 包 络 线 的 波动 范围 不 大 。 这 样 可 假定 
极限 应 力 圆 只 与 wy Мо; 的 比值 有 关 ， 而 与 o, 无 关 。 

极限 曲线 是 条 复杂 曲线 ， 既 无 法 试验 获得 ， 也 很 难 精 N 





纯 切 应 力 极限 状态 





























| <l: 极限 曲线 
确 描绘 ， 需 简化 处 理 ， 通 常用 单 向 拉 伸 与 单 向 压缩 时 极限 ХР 
БУЛ БП АВЕ, mE 11-8 所 示 。 经 过 这 样 简化 后 ， e N 





便 容易 建立 莫 尔 强度 理论 关于 材料 失效 的 判 据 了 。 N MS І 
在 图 11-8 h, МС 56 C, 分 别 是 单 向 拉 伸 与 单 向 压 "ы! 

缩 时 的 极限 应 力 圆 ，o, 与 0, 分 别 为 材料 单 向 拉 伸 与 单 向 а 
压缩 失效 〈 届 服 或 断裂 ) 时 的 极限 应 力 (o, 或 0,); AC 
是 其 他 某 一 应 力 状态 下 的 极限 应 力 圆 。 由 图 中 几何 关系 得 









































图 11-8 
С.Р С.С, 
= (а) 
C, Q С.С; 
而 
O, Е С; Оц 
С,Р = G;L - СМ = = 
2 j 
С GN Q p е. 
(0 = 2 1 С 2 p 
С.С =00 0с. =- w _ 1 1 3 
а= — 1 3 — 2 2 
CC = С,0 + 0С Ы 
= + = + 
» | 2 1 J 可 
将 上 面 四 个 公式 代入 式 (а) 中 ， 得 莫 尔 强度 理论 的 失效 判 据 
O u 
йе O, =O, (11-10a) 
O cu 
TO 
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引入 相当 应 力 ， 则 英 尔 强度 理论 的 失效 判 据 又 可 表示 为 


(11-10b) 





式 中 ，oy 为 更 尔 强 度 理 论 的 相当 应 力 。 

注意 : 在 式 (11-10a、b) 中 ,大 材 料 为 届 服 失效 ， 则 oo 为 材料 单 辐 拉 伸 届 服 极限 к, 
0 为 材料 单 向 压缩 届 服 极限 o,,， 并 取 绝 对 值 ; жт ES WCS С, MU cu 为 材料 的 单 回 抗 
拉 强 度 极限 rw ，o 为 材料 的 单 辐 抗 压强 度 极限 o,,， 并 取 绝 对 值 。 

与 上 述 四 个 强度 理论 相 比 ， 莫 尔 强度 理论 能 反映 材料 拉 、 压 性 能 不 同 这 一 特点 。 右 材料 
的 拉 、 压 性 能 相同 ， 则 更 尔 蝇 度 理论 就 退化 为 最 大 切 应 力 理论 。 


ET 强度 条 件 与 强度 计算 





上 面 所 述 的 材料 失效 判 据 ， 是 材料 的 强度 达到 极限 状态 的 条 件 。 那 么 ， 工 程 构件 的 强度 
达到 极限 状态 ( 即 发 生 强度 失效 ) 的 条 件 又 是 什么 ?怎样 才 
能 保证 构件 安全 可 靠 地 工作 ? 现在 以 最 大 切 应 力 理论 为 例 ， 
来 回答 这 个 问题 。 

式 (11-7) 所 描述 的 曲线 是 图 11-9 所 示 的 六 边 形 ， 称 为 
届 服 线 。 届 服 线 将 整个 应 力 平面 分 为 两 部 分 屈服 线 所 包围 - 
的 区 域 是 材料 处 于 弹性 变形 阶段 ， 届 服 线 以 外 的 区 域 表明 材 
料 已 失效 ， 屈 服 线 上 各 点 是 极限 应 力 状 态 。 

假定 图 11-9 所 示 的 六 边 形 是 低 碳 钢 的 届 服 线 。 现 有 四 个 
低 碳 钢 制 成 的 构件 ， 并 已 计算 得 到 它们 各 自 的 危险 点 ( 即 最 
大 应 力 的 点 ) 的 应 力 状 态 ， 如 图 11-10 PTE 

这 四 个 构件 危险 点 的 应 力 状 态 在 应 力 平面 上 分 别 对 应 4、B、C、D 四 点 (Éq 11-9), A 
点 落 在 屈服 线 上 ，C 点 落 在 屈服 线 以 外 区 域 ， 
相应 于 这 两 点 的 构件 要 发 生 强 度 失 效 。B、DD 
两 点 均 落 在 届 服 线 所 包围 的 区 域内 ， 当 然 不 
发 生 强度 失效 。 但 是 ， 在 实际 的 强度 分 析 中 
有 许多 不 确定 因素 ， 例 如 : 材料 的 不 均匀 性 
以 及 内 含 缺陷 ， 载 荷 计算 的 不 准确 以 及 计算 
公式 的 近似 性 ， 工 作 条 件 的 波动 性 ， 再 加 之 “2 
无 法 预计 的 偶然 因素 CIR, RD, më 
等 ) 等 等 。 这 样 ，B、D 两 点 安全 可 靠 的 程度 
是 不 一 样 的 。B 点 远离 届 服 线 ， 而 D 点 接近 
ERR, 与 B 点 相对 应 的 构件 比 与 D 点 相对 
应 的 构件 更 安全 。 

为 了 有 足够 的 强度 储备 以 保证 构件 能 安 
全 可 靠 地 工作 , 将 о, 等 比例 缩小 n (n>1) 
倍 ， 式 (11-7) 变 为 
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С | -os = = (а) 

> 
кре (11-11) 

则 
OG, — G, = [с | (b) 





n 称 为 安全 因数 ，[o] 称 为 许 用 应 力 , 式 (b) 所 描述 的 曲线 称 为 许 用 应 力 线 (图 11-11)。 
许 用 应 力 线 和 届 服 线 将 整个 应 力 平面 分 为 三 个 区 域 ， 工 为 安全 区 域 ， 工 为 强度 储备 区 域 ， 亚 
为 强度 失效 区 域 。 

对 于 实际 的 构件 ， 必 о dr 点 均 沙 在 工区 内 ， 
才能 使 构件 安全 可 徘 地 工作 。 为 此 ， 应 要 求 整 个 构件 内 危险 点 
上 的 应 力 满 足 如 下 条 件 

сз = 07у - G, < [o] (с) 
称 式 (с) 为 最 大 切 应 力 理论 的 强度 条 件 。 

仿照 上 述 分 析 ， 可 以 得 到 各 个 强度 理论 的 许 用 应 力 线 (图 
##) 和 强度 条 件 ， 列 举 如 下 : 

最 大 拉 应 力 理论 的 强度 条 件 为 











с =o < [о | (11-12) А 
н, 11-11 
最 大 拉 应 变 理 论 的 强度 条 件 为 > 
C =G), ~-v(o, +0os) [C ) (11-13) 


式 (11-12) 和 式 (11-13) ol, 
最 大 切 应 力 理论 的 强度 条 件 为 





Ga =G, - с, < [c] (11-14) 
形变 应 变 能 理论 的 强度 条 件 为 
(11-15) 
O, 
I (11-14) 和 式 (11-15) P, [o ]=—. 
莫 尔 强度 理论 的 强度 条 件 为 
9.) 
Oy = 0 03 < |с, | (11-16) 


tb 


ÆR (11-16) 中 ,对 于 塑性 材料 ， [0,] = 一 ， [о,]=—; 对 于 脆性 材料 ， [0,] = 一 ， 
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建立 了 强度 条 件 ， 就 可 以 对 构件 进行 强度 计算 。 通 常 ， 杆 件 构 件 的 强度 计算 〈 详 见 第 
122) 包括 如 下 三 方面 内 容 : 

П) 校 核 强度 。 即 检查 杆 件 危险 点 应 力 是 否 满足 强度 条 件 。 

2) 设计 截面 。 即 根据 满足 强度 条 件 的 要 求 ， 计 算 丁 件 截面 尺寸 。 

3) 计算 许可 和 载 傈 。 即 根据 满足 强度 条 件 的 要 求 ， 计 算 杆 件 所 能 承受 的 最 大 载 信 。 




















例 11-1 已 知 铸铁 材料 制 成 的 构件 内 危险 点 的 应 力 状 态 
如 图 11-12 所 示 ， 若 许 用 应 力 [ос] =30MPa， 试 按 最 大 拉 应 力 
理论 校 核 其 强度 。 

H: 由 图 11-12 可 知 

с„=-—10МРа, o,=20MPa, 7,,=1SMPa 

с) Cux+O， „©, 

A i | 


2 








Е; 











— — — 2 一 
| 10+20, | о-о из MPa 图 11-12 
2 


26. 2МРа 
-| 2MPa 
即 主 应 力 
o, =0' = 26.2МРа, о, = 0, @,=0"=- 16.2MPa 
са = тс, = 26. 2МрРа < [с | = 30MPa 
故 该 构件 满足 强度 条 件 。 
例 11-2 已 知 某 构件 内 危险 点 的 应 力 状态 如 图 11-13 所 
示 ， 试 分 别 建立 最 大 切 应 力 和 形变 应 变 能 理论 的 强度 条 件 。 
解 ， 由 图 11-13 可 知 ， 该 危险 点 处 于 平面 应 力 状 态 ， 可 




















求 得 x-y 平面 内 的 主 应 力 图 11-13 
| o +0 = 2 
| _ “x = бус Oy Е. лагата 
o” 2 "y 2 
危险 点 处 三 个 主 应 力 
oj = 2 + Vo + 4т? 
2 
с, = Ü 
03 =>- Jo? + Дт? 


按 最 大 切 应 力 理论 建立 强度 条 件 
Ga =G, - о; = Мо? +4r° < [o] (11-17) 


按 形 变 应 变 能 理论 建立 强度 条 件 
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(11-18) 


@ = 


11-1 已 知 应 力 状 态 如 习题 11-1 图 所 示 (应 力 单位 为 MPa)。 和 若 z=0.3， 试 分 别 计 算出 第 一 到 第 四 强 


度 理 论 的 相当 应 力 。 

11-2 构件 中 危险 点 的 应 力 状 态 如 习题 11-2 图 所 示 ， 试 选择 合适 的 强度 理论 对 以 下 两 种 情况 作 强 度 
ЖЖ: 

(1) 构件 材料 为 Q235 钢 ,，v=0.28，[o]=160MPa; 危险 点 的 应 力 状 态 为 o, = 45МРа, о, = 135МРа, 
G =T =O. 


(2) 构件 材料 为 铸铁 ,v=0.24，[o]=30MPa; 和 危险 点 的 应 力 状 态 为 с, = 20МРа, o,=-25MPa, о, = 
30MPa, т,, =0。 





习题 11-1 图 习题 11-2 图 
11-3 ”由 单 癌 应 力 状 态 和 纯 切 应 力 状态 释 加 成 的 平面 应 力 状 态 如 习题 11-3 图 所 示 ， 试 证 明 : 不 论 正 应 
力 是 拉 应 力 还 是 压 应 力 ， 不 论 切 应 力 是 正 还 是 负 ， 总 有 oi=0,,.>0, с,=0, 0o3=0,;,<0， 因 而 


пае T ат. 
11-4 已 知 应 力 状 态 如 习题 11-4 图 所 示 бо MPa) ， 试 按 第 三 与 第 四 强度 理论 计算 其 相当 应 力 。 








习题 11-3 图 习题 11-4 图 


11-5 某 结 构 上 和 危险 点 处 的 应 力 状 态 如 习题 11-5 图 所 示 ， 其 中 с„=116.7МРа, T, =-46.3MPa, Ж} 
J 许 用 应 力 [o]=160MPa。 试 校 核 此 结构 的 强度 。 
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11-6 已 知 应 力 状态 如 习题 11-6 图 所 示 (应 力 单位 为 MPa) ， 按 第 三 、 第 
四 强度 理论 考察 ， 图 中 三 个 应 力 状态 是 否 等 价 ? 三 个 应 力 状态 的 平均 应 力 c, 
彼此 是 否 相 等 ? 试 分 别 画 出 应 力 圆 ， 并 观察 它们 的 特点 。 

11-7 试 说 明 或 证 明 ， 第 三 、 第 四 强度 理论 与 平均 应 力 o， 无 关 。 

11-8 ”钢轨 上 与 车 轮 接 触 点 处 为 三 问 压 应 力 状 态 , BM, o = – 650МРа, 
oj=-700MPa，o3=-900MPa。 如 果 钢 轨 材 料 的 许 用 应 力 1c] =300MPa， 试 按 第 
三 与 第 四 强度 理论 校 核 其 强度 。 











习题 11-5 图 





习题 11-6 图 
11-9 ”由 28а 号 工 字 钢 制 成 的 外 伸 梁 受 力 如 习题 11-9 图 所 示 ， 已 知 ， 有 = 130kN，[]=170MPa， 试 按 
第 三 强度 理论 校 核 该 粱 В 截面 上 腹 板 与 辟 缘 交界 点 处 的 强度 。 











习题 11-9 图 
11-10 钢 制 机 械 零 件 中 危险 点 处 的 应 力 状 态 如 习题 11-10 图 所 示 (应 力 单 位 为 MPa) 。 已 知 材料 的 or. = 
250MPa， 试 分 别 确定 采用 第 三 、 第 四 强度 理论 时 该 零件 的 安全 因数 。 
11-11 一 正方 体形 钢 块 ， 放 在 一 刚性 平面 上 ， 上 表面 承受 压强 为 p 的 均匀 压力 。 若 材料 的 已 .了 已 知 ， 
试 分 别 计算 下 述 两 种 情况 时 的 相当 应 力 ow 与 oy: (а) 自由 受 压 (习题 11-11 а); (b) WE — КЕ 
内 ， 且 钢 块 与 槽 之 间 无 任何 间 际 (习题 11-11 图 b). 
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p p 
a) b) 


习题 11-10 图 习题 11-11 图 





11-12 某 构件 由 铸铁 制 成 ， 其 拉 伸 与 压缩 时 的 强度 极限 分 别 为 r, = 100MPa，c =300MPa。 该 构件 上 
有 一 点 处 于 平面 应 力 状 态 ， 按 莫 尔 强度 理论 发 生 屈 服 时 ， 最 大 切 应 力 为 100MPa。 试 求 该 点 的 主 应力 值 。 

11-13 铸铁 制 成 的 构件 上 某 些 点 处 可 能 为 习题 11-13 а, b. c 所 示 的 三 种 应 力 状 态 。 已 知 铸铁 的 拉 
伸 与 压缩 强度 极限 分 别 为 r, = 152MPa, c = 524MPa。 试 按 莫 尔 强度 理论 确定 三 种 应 力 状态 中 ос, 为 何 值 
时 材料 发 生 失 效 。 
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第 12 а 
什 件 的 强度 与 刚度 计算 


实际 的 工程 构件 都 具有 确定 的 功能 。 这 些 功能 是 设计 者 在 设计 时 ， 依 据 某 种 工程 要 求 确 
定 下 来 的 。 如 果 由 于 某 些 原因 ， 如 过 高 的 温度 或 过 大 的 载 耐 ， 构 件 失 去 了 原 设 计 的 功能 ， 称 
为 构件 失效 。 构 件 的 主要 失效 形式 包括 : 由 于 材料 的 属 服 和 断裂 引起 的 强度 失效 ; 由 于 构件 
的 弹性 变形 过 大 而 引起 的 刚度 失效 ; 由 于 丧失 原 有 平衡 形态 而 产生 的 稳定 失效 ; 由 于 随时 间 
作 周 期 性 变化 的 交 变 应 力 引起 的 疲劳 失效 ; 还 有 在 高 温 下 ， 虽 然 应 力 保持 不 变 ， 但 应 变 却 随 
时 间 不 断 增 加 而 产生 的 蠕 变 失 效 ， 以 及 应 变 保 持 不 变 ， 但 应 力 却 随 时 间 不 断 降低 的 应 力 松 弛 
失效 ， 等 等 。 

本 章 主 要 讨论 杆 件 的 强度 、 刚 度 失 效 与 强度 、 刚 度 计 算 。 第 16 章 将 讨论 稳定 失效 。 
疲劳 失效 将 在 第 15 章 中 讨论 。 关于 蠕 变 失 效 和 应 力 松 弛 失效 ， 读者 可 参阅 其 他 有 关 
书籍 。 


强度 计算 与 刚度 计算 


12.1.1 强度 计算 


有 关 强 度 条 件 与 强度 计算 的 概念 性 问题 ，11.5 节 中 已 经 前 述 ， 这 里 主要 叙述 杆 件 强度 
计算 的 方法 。 

首先 ， 根 据 内 力 分 析 方 法 ， 对 受 力 杆 件 进行 内 力 分 析 h ANE), 确定 可 能 最 先 
发 生 强 度 失 效 的 横 截面 (eo u); 其 次 ,根据 丁 件 模 截 面 上 应 力 分 布 情况 ,确定 危险 
截面 上 可 能 最 先 发 生 强度 失效 的 点 (危险 点 ) ， 并 分 析 危 险 点 的 应 力 状态 ; 最 后 ， 上 再 根据 
材料 的 力学 性 能 (脆性 或 塑性 ) 判断 强度 失效 形式 (断裂 或 届 服 ) ， 选 择 相 应 的 强度 理 
论 ， 建 立 强度 条 件 





oc. < [о | (12-1) 


rl 


AF, 1201.2. 3, 4 H, AREH WREE 
根据 强度 条 件 式 (12-1) ， 可 以 解决 三 类 问题 


12.1.2 刚度 计算 





强度 校 核 、 设 计 截 面 、 计 算 许 可 载 集 。 


对 大 多 数 杆 件 ， 为 保证 正常 工作 ， 除 了 要 求 满足 强度 条 件 之 外 ， 对 其 刚度 也 要 有 一 定 要 
求 。 即 要 求 工 作 时 丁 件 的 变形 或 某 一 截面 的 位 移 A (最 大 位 移 或 指定 截面 处 的 位 移 ) 不 能 超 
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过 规定 的 数值 [A], BE 
А < [A] (12-2) 


称 式 (12-2) 为 刚度 条 件 。 

式 (12-2) Н, А 为 计算 得 到 的 杆 件 工作 时 的 实际 变形 或 位 移 ，[A] WAA (ЛУ 
规定 的 ) 变形 或 位 移 ， 是 保证 构件 能 正常 工作 的 最 大 变形 或 位 移 。 它 们 可 以 是 线 位 移 ， 也 
可 以 是 角 位 移 ， 根 据 构件 的 具体 受 力 情况 而 定 。 对 于 轴 癌 拉 压 杆 ，A 是 指 轴 癌 变形 或 位 移 
и; 对 于 受 扭 的 轴 ，A 为 两 指定 截面 的 相对 扭转 角 或 单位 长 度 扭 转角 wp， 即 角 位 移 ， 对 于 
深 ，A 指 抄 度 vv 或 转角 Ө, 

刚度 计算 包括 刚度 校 核 、 设 计 截 面 、 计 算 许 可 载 集 三 方面 内 容 。 

对 于 不 同 功 能 的 杆 件 ， 有 的 只 要 求 进行 强度 计算 、 有 的 只 要 求 进行 刚度 计算 、 有 的 两 者 
计算 都 要 进行 。 


КЕЛЕ 轴 向 拉 压 杆 件 的 强度 计算 











x 对 于 轴 向 拉 压 的 杆 件 ， 一 般 只 进行 强度 计算 ， 只 有 在 对 刚度 有 特殊 要 求 时 才 进 行 刚度 计 
算 。 我 们 知道 ， 轴 向 拉 压 杆 横 截 面 上 正 应 力 是 均匀 分 布 的 ， 各 点 均 处 于 单 向 应 力 状态 ， 
此 ， 无 论 选用 哪个 强度 理论 ， 强 度 条 件 式 (12-1) 均 演 化 为 


ITC Slo] (12-3) 








例 12-1 某 压 力 机 的 立柱 如 几 12-1 所 示 。 已 知 : F = 
300kN， 立 柱 模 截面 的 最 小 直径 为 42mm， 材料 许 用 应 力 为 
[o]=140MPa，, 试 对 立柱 进行 强度 校 核 。 

解 : 按 截 面 法 求 得 两 立柱 的 轴 力 为 














最 大 应 力 发 生 在 棋 和 截面 面积 最 小 处 ， 即 


Fi 150 x 103N ÆI 12-1 
o =—s— = 108МРа 
Amin T X (42 x 10 2)2m2 
4 





与 已 知 条 件 中 给 定 的 许 用 应 力 [с] =140MPa 相 比 ， 最 大 工作 应 力 小 于 许 用 应 力 
IC < 19) 
所 以 ， 立柱 满足 强度 条 件 。 
例 12-2 旋 辟 起重机 如 图 12-2 т, RAPE (GAE а Н) F=20kN, 拉杆 CD 
为 钢 杆 ， 其 许 用 应 力 [o] =100MPa， 试 确定 拉杆 的 直径 。 
解 (1) R CD 杆 所 承受 的 最 大 内 力 。 因 CD 杆 两 端 匀 支 ， 因 此 为 二 力 杆 ， 承 受 轴 向 载 
何 。 取 分 离 体 如 网 12-2b IR, Ri F ТЕ AB 杆 上 的 位 置 是 变化 的 ， 以 x RI E RI E В 的 
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距离 ， 由 平衡 方程 
>M, =0, Fx - Fx • BCsin30° 
Ех 
Кыл yeye 
BCsin30° 
由 上 式 可 见 ， 轴 力 F. 为 x 的 线性 函数 ,在 x=3m Н], 
即 在 A шт, CD 杆 的 轴 力 最 大 。 


Еу =3F=3x20kN= 60kN 


(2) 由 强度 条 件 式 (12-3) 


II 
© 


得 = Fx 























Fy 
С ах = к [o] 
АЕ 
得 =s [0] : к 
т4° i 
з АЕ _ 4 x 60 x 10°N á b) 
mlo] 3. 14 x 100 x 10°N/m2 х 
N 
= 2.76 x 10 ?m = 27. 6mm БЕ 
ЯХ d= 27. 6mm, 
0112-3 图 12-3a тк у —– TÆ, АВ ARF, E 
` ` C 
横 截 面 面 积 Ap = 10®тт^, ЎЕШ ЛУ JJ [о], = 7МРа; A 
BC 为 钢 杆 ， 其 横 截 面 面 积 Ape = 600mm2, [0], = Я 
160MPa。 试 求 B 处 可 承受 的 最 大 许可 载荷 。 и 





图 12-3 
解 : R AB 杆 与 BC FFBJ3HJJ АВ, ВС 均 为 二 力 杆 ， 由 市 点 B 的 平衡 (图 12-3Ь) 
>F =0, = КЬ = LN cos30° = 0 


УЕ = 0, Fy sin30° – F = 0 
解 得 
Fy ,=-V3F, Еу = 2Е 


ВС 


H AB 杆 的 强度 条 件 








Г 


Ван 
1 
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„ЗЕ 
有 < [0], 
АВ 
Д 4 -6 6 
= Ав] ap _ 10 x 10 о РТТ 
үз. үз 
Ж, HH BC 杆 的 强度 条 件 
FN, 
= < [ø | 
O pc Asc О вс 
2Е, 
有 — <s [c|]sc 
ВС 
А -6 6 
Е, < s x 160 x 10"、_ gn 
只 有 АВ 和 BC 两 杆 均 满足 强度 条 件 ， 吊 架 才 安全 ， 因 此 吊 架 的 最 大 许可 载 何 应 取 较 小 
值 ， 即 


[F] =min[F  ,F,1 = 40.4kN 


BDE 扭转 杆 件 的 强度 与 刚度 计算 


对 于 扭转 变形 的 杆 件 ,通常 除了 要 求 满足 强度 条 件 外 ， 还 要 同时 满足 刚度 条 件 。 


1. 强度 条 件 





H 6.2 节 知 ， 受 扭 杆 件 的 危险 点 为 纯 切 应 力 状 态 ， 三 个 主 应 力 分 别 为 с=т, 


бутцо 于 是 ,与 第 一 、 二 、 三 、 四 强度 理论 相对 应 的 强度 条 件 分 别 改 写 为 





上 面 四 个 公式 也 可 统一 写 为 
ты [Т 


тах 


AF, [т] 为 材料 的 许 用 切 应 力 ， 它 与 许 用 正 应 力 之 间 存 在 着 一 定 关系 。 


g, = 0, 


(12-4) 


(12-5) 


(12-6) 


(12T) 


C128) 


脆性 材料 ， 由 式 (12-4), = (12-5) PL, [7] 介 于 一 [a 和 [o] 之 间 。 对 脆性 


材料 通常 vv 不 局 于 0.25， 因 此 有 
[7]=(0.8-1)[ ею] 


(12-9) 


塑性 材料 ， 由 式 (2.6). È (12.9) 可 见 ，[7] 介 于 了 [9] MELo] 之 间 。 因 此 有 
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[7]=(0.5-0.6)[ c | (12-9') 
2. 刚度 条 件 
据 式 (12-2) ， 杆 件 各 处 的 单位 长 度 扭 转角 o 均 不 得 超过 许 用 的 (由 工作 要 求 所 规定 
的 ) 单位 长 度 扭转 角 [e] [单位 为 (°)/m], F 


225 A [9 (12-10) 





мах T 
Пт 


例 12-4 一 钢 制 传动 轴 如 图 12-4a 所 示 ， 转 速 n= 208r/min， 主 动 轮 B 的 输入 功率 P, = 
6kW ， 两 个 从 动 轮 A. C 的 输出 功率 分 别 为 P, =4kW, Pe=2kW, 已 知 : 轴 的 许 用 应 力 
[o] =60MPa， 许 用 单位 扭转 角 [e]=1(0°)/m, 切 变 模 量 C=80GPa， 试 设计 轴 的 直径 d. 

解 : (1) 计算 外 力 偶 矩 ， 绘 扭矩 图 

3x10° fs 3х 10 6k W 

















В — = 275. 4N - m 
T n т 208т/ тіп 
3х 10 Рл зх 10 4k W 
д 三 一 一 一 = X — = 183. 6№ъ· m 
T n т 208т/ тіп 
3х 10 Ре 3х 10“ 2k W 
M. = = x — = 91. $N тм 
T n T 208r/min 








根据 截面 法 及 扭矩 符号 的 规定 ， 得 48、BC 段 的 扭矩 分 
别 为 
T,p=183. 6N : m 
T,.=-91. 8N - m J, 
根据 以 上 计算 结果 ， 作 扭矩 图 如 图 12-4b 所 示 。 a) 
(2) 按 强 度 条 件 设计 轴 的 直径 
由 扭矩 图 可 见 ， 最 大 扭 怎 为 了 =183.6N · њм, ERE 
面 为 АВ 段 各 村 截面 。 危险 点 为 危险 截面 上 周边 各 个 点 ， 处 











于 纯 切 应 力 状 态 。 选 用 最 大 切 应 力 理论 ， 强 度 条 件 应 为 Í 91.8N.m 
Тыз, < та ý 
max 2 图 12-4 
1 шах Тыа. 1 
T = 一 一 =— < |0 | 








N 
qm 


Эх 16T. 0 х 16 x 183. 6N - m ee 
= 31. 5 x 10 °m = 31. 5mm 
[o] © m x60 х 10fPa _ 


(3) 按 刚 度 条 件 设 计 轴 的 直径 
由 刚度 条 件 式 (12-10) 











Taas 180° Tua 180° 
= > = x 


| 


WN 


Lee 
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x үс. “В? x 183. 6 x 180 8 
= 34 х 10 “тш = 34mm 
Ся dki хт” х1_ 


为 了 同时 满足 强度 及 刚度 要 求 ， 应 在 以 上 两 计算 结果 中 取 较 大 值 作为 轴 的 直径 ， 取 d= 
max]d , d,} =34mm, 

例 12-5 实心 圆 轴 横 截面 上 的 扭矩 T=SkN + mm。 材料 的 许 用 应 力 [o] =87MPa， 试 按 强 
度 条 件 设 计 轴 的 直径 忆 。 奉 将 轴 改 为 空心 圆 轴 ， 且 内 、 外 直径 之 比 ULD=0.8， 试 设计 截面 
尺寸 ， 并 比较 实心 圆 轴 和 空心 圆 轴 所 需 的 材料 用 量 。 

解 : 本 题 按 第 四 强度 理论 来 设计 。 

对 实心 圆 轴 ， 由 强度 条 件 式 (12-7) 


¿H 
于 























Ты < —[ c | 
МЗ: 
167 1 
即 Poa" < 一 Lo | 
+ D° „В 
3 3 
164/3 T 16 x //3 x 5 x 10°N · 
得 - а A 一 = 0. 0798m = 79. 8mm 
то] т x 87 x 10°Ра 
Jy D =80mm. 
- d 
对 于 空 s 心 加 轴 W, = ы — at), 其 中 E 





3 
164/3 T 16 x /3 x 5 x 10N. 
> s | 165 3 x5x10N:m о 0952m = 95. 2mm 
т[о](1-@*) m x 87 x 10° x (1-0. 8*)Ра 


18 9 D=95mm, Mj d=0.8D =0.8x95mm = 76mm 
IUD E BH ЖП 2 l [nj ШИ ЖЕН ж) ie Sy J р hš ЖАТ ТУЛА БИ ЗЕ» Il ЩЩ) BS A ТШ ТЩ ZH > 














T TX 80? 5 5 
Аз: = п = mm^ = 5030mm 
空心 圆 轴 的 横 截 面 面 积 ， 
D? x 95? 
Ax - Gesa je (1-0. 82)mm2 = 2550mm? 


Аз _ 2550mm° 
Ax 5030mm2 
п, 在 强度 相同 的 条 件 下 ,采用 空心 圆 轴 所 知 的 材料 几乎 可 比 实心 圆 轴 减少 一 半 。 


因此 = 0. 508 


ГИ 弯曲 杆 件 的 强度 与 刚度 计算 











由 第 7 音 知 道 ， 纯 弯曲 梁 横 截面 上 只 有 正 应 力 ， 危 险 点 处 于 单 向 应 力 状态 。 剪 力 弯 日 染 
横 截面 上 既 有 正 应 力 又 有 切 应 力 ， 最 大 正 应 力 所 在 点 (位 于 距 中 性 轴 最 远 处 ) 切 应 力 为 零 


第 12: 杆 件 的 强度 与 刚度 计算 一 


该 点 处 于 单 向 应 力 状态 ; 最 大 切 应 力 所 在 点 位 于 中 性 轴 上 ， 正 应 力 为 和 零 ， 该 点 处 于 纯 切 应 力 
状态 ; 其 余 各 点 既 有 正 应 力 又 有 切 应 力 ， 这 些 点 处 于 平面 应 力 状态 。 但 对 实体 梁 来 说 ， 正 应 
力 较 大 区 域 的 切 应 力 较 小 ， 而 切 应 力 较 大 区 域 的 正 应 力 较 小 ， 因 此 ， 只 要 保证 了 最 大 正 应 力 
扩 的 正 应 力 强 度 和 最 大 切 应 力 点 的 抗 藤 强度 ， 其 余 各 点 的 强度 也 能 保证 。 对 于 细 长 梁 ， 正 应 
力 强度 为 主要 设计 依据 ; 对 于 一 些 开口 薄 壁 截面 梁 ， 将 会 出 现 正 应 力 和 切 应 力 值 同时 部 比较 
大 的 点 ， 例 如 工 字 形 截 面 染 腹 板 和 绪 缘 的 交界 处 ， 正 应 力 值 和 切 应 力 值 都 比较 大 ， 所 以 必须 
全 面 考 虑 这 些 点 的 强度 。 

















例 12-6 图 12-5 所 示 为 一 用 适 铁 制 成 的 卫 形 截面 染 。 已 知 : 截面 图 形 对 形 心 轴 的 惯性 
Ж 1[,=4.5хХ 10°тт*^, y, = 50mm, 
уз = 140mm; 材料 许 用 拉 应 力 及 Ivan 
许 用 压 应 力 分 别 为 Lo] = 
30MPa, [G.J] =140MPa。 试 按 
正 应 力 强 度 条 件 校 核 该 梁 的 
强度 。 

解 : MAER, HEIL p. 
С AR SER 5 А. TE S $l 
截面 上 的 中 性 轴 为 非 对 称 轴 ， 且 
材料 的 拉 、 压 许 用 应 力 数 值 不 
T, B, C 两 截面 均 可 能 为 危险 截面 。 




















В ЖАТ 
ч, 20 x 103N ,mm p 
» I. 4.5 x 107 x (10-3)4m 
M, 20 x 10°N -m а 
. 1. 4.5 х 107 х (1073) 
С 
M, 10 x 10°N -m Е 
С | ЕРТТЕР Е Рр, т = 31. 1MPa 
= 1, 4. 5x10 х (10°) 


最 大 拉 应 力 在 C 截面 ， 最 大 压 应 力 在 B 截面 。 Н. T, =0.< [oj， 和 而 с, =0, BEAK 
于 [e,], BREH 5% ， 故 可 认为 要 曲 正 应 力 基 本 上 能 满足 强度 要 求 。 

例 12-7 ”一 工 字形 截面 悬臂 梁 ， 如 图 12-6a 所 示 。 已 知 1=75$0mm， 下 =25.6kN， 材 料 的 
许 用 应 力 [o] =140MPa。 要 求 按 形变 应 变 能 理论 全 面 校 核 梁 的 强度 。 

解 : 为 了 进行 全 面 校 核 ， 需要 确定 梁 内 可 能 的 危险 点 ， 为 此 首先 男 出 F... M, 图 (图 
12-6b、c)， 找 出 可 能 的 危险 截面 ， 然 后 分 析 应 力 ， 找 出 可 能 的 危险 点 。 

H F... M 图 可 知 ， 各 和 鹤 面 的 勇力 相等 ， 其 信 为 

F, = F = 25. 6kN 

B AE Be KETE Е АЛЬ, Ж {НЛ 
M, = ЕІ = 25.6 x 750 х 107° КМ : m = 19. 2kN · m 


2 
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由 应 力 分 析 知 道 ， 梁 正 应 力 的 最 大 值 发 生 在 4 截面 的 上 、 下 边缘 各 点 ， 如 点 ;最 大 切 
应 力 发 生 在 梁 各 个 截面 的 中 性 轴 上 各 点 ， 如 点 国 。4 截面 上 腹 板 与 翼 缘 的 交界 处 ， 如 点 @)， 
x 也 可 能 是 危险 点 ， 因 为 此 处 正 应 力 和 切 应 力 的 值 都 较 大 ， 也 要 进行 校 核 。 点 四 、 轩 、 轿 的 应 
ШШЕ! 力 状 态 示 于 图 12-6d 中 。 
(Т) 按 强 度 条 件 式 (12-3) ， 校 核 4 稚 面 最 大 正 应 力作 用 点 中 
M 


Z max 


Or 一 F... 
式 中 
M, = 19.2kN : m 
Ymax = 75mm 
2 100 x 10 2 x 1502 x 10 ° 
Í 12 
(100 - 5) x 10 2 x 1302 x 107? 
12 
= 1073 x 10 `š т“ 
l. s а z. = 134.2 x 10°Pa 
= 134. 2MPa < [о] 
НЮ, АСО ДЕ ТЕЛУ У, 


(2) 按 强 度 条 件 式 (12-7) ， 校 核 最 大 切 应 力作 用 点 3 


4 
m 


4 
m 








AP 
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* 65 -9 3 =5 3 
9, = ишан оз x10 “m` = 8.056 x 10 т 


_ 25.6 x 10° x 8.056 x 10 "N - m° 


本 = 38.4 x 10°Pa 
аы 5 х 107° х 1073 х 107? 


T 


l 
= 38.4MPa < —[о] = 81МРа 
B 


М, EKU E ЛЕН кїй ле wR БЕ Ж РР 
(3) 按 与 形变 应 变 能 理论 相应 的 强度 条 件 ， 校 核 4 ЖАШ E FJ JJ 81 JJ 853 X BJ дА 
@„ HK (11-18) 





Сд = ^/ с? т a < [o] 
Мы _ 19.2 x 102 x 65 x 102 
— 1073 x 10 `Š 
= 116.3MPa (у = 65mm) 


Pa = 116.3 x 10°Pa 








РУ. _ 25.6 x 10° x 10 x 100 x 70 x 107°, 
” bl. 5 x 107° x 1073 x 10 `Š 

= 33.4 x 10°Pa 

= 33. 4MPa 


сы = Vo! + 372, = /116.32 + 3 х 33. 42 Ра 
= 130 x 10®°Ра = 130MPa<[ c | 
综合 以 上 结果 ， 深 的 强度 条 件 是 满足 的 。 
例 12-8 EER HEZI WE 12-7a 所 示 。 EM д =2kN/m, a=1m， 材 料 的 许 用 应 力 
[с] =110MPa， 要 求 按 强度 设计 截面 的 尺寸 5 入。 


T 





a 





a) 


b) 





解 : (ЕЕ, , M, BE, + ИШ 
作出 梁 的 剪 力图、 弯 和 矩 图 如 图 12-7b c К. В 截面 弯 矩 值 最 大 
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1 
1 





M, = да 
而 前 力 最 大 值 发 生 在 B 截面 的 稍 左 侧 截 面 
3 
2а = 








对 实体 细 长 染 ， 正 应 力 强 度 是 主要 因素 ， 所 以 危险 点 应 该 是 最 大 正 应 力 所 在 点 (В 截面 
E, FARER) BRER 





AT 





bh? b(2b)? 2b? 
W == == == 
“6 6 3 


М 


2 


20° /3 = le] 


| 3M Bx2x10 x 12 
' b = = т = 0. 03m = 30mm 
| 2[ о] 2 x 110 x 10° 

ШШ 取 b=30mm, h=2b=60mm, 


下 面 计算 梁 的 最 大 切 应 力 。 











з ЁК, 3 2  9x2x10°x1 
т. =—x— = x— = 


=— ha 
Ymax 2 А 2 bh 4x30x60x10 Š 


-2 мра 19180197) 





切 应 力 值 非常 小 ， 仅 为 2. 5MPa。 所 以 ， 通 常 实体 细 长 梁 的 抗 剪 强度 会 自然 满足 ， 不 用 
Н. 
例 12-9 EERE ER ERES R 


q 
12-8a Ur 7R, С ML 1= Зп, E = 200СРа, [о] = x Ир 
а) 8 
| 1 | А Ñ 
120MPa， 许 用 挠 度 [v] = 559° 2 = 80mm, À = ; ЕЯ 


160mm。 试 确定 载 傈 集 度 q 的 许可 值 。 








(М) 
解 ， 本 例 所 涉及 的 问题 是 ， 既 要 满足 强度 要 
求 ， 又 要 满足 刚度 要 求 。 首 先 画 出 M, 图 (图 
12-8), ж КН ©. 
ql 
M, = 二 
° 
由 正 应 力 强度 条 件 
М, 
„э s 
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а? 

ЁЗ 

bh? 

6 

bh2| o] _ 80 x 160° x 107° х 120 х 10° 
31? ж 


< |o | 





N/m = 9. lkN/m 





qı 


由 刚度 条 件 





= А 
由 表 7-3 查 得 ， 最 大 挠 度 


ql i 
= 
SEI, 250 








2ЕЬҺ? _ 2 x 200 x 10? x 80 x 1602 x 10™ 
3B x 250 3 х 335 x 250 
= 6.47 х 10°N/m = 6.47kN/m 
综合 上 述 计算 结果 ， 取 以 刚度 计算 得 到 的 9 E, ТЕУГЕ ЗЕ WJ VF Н] Жр, БП 
[q] = тіп, qa} = 6.47kN/m 


m 





q2 一 





PH 组 合 内 力 时 杆 件 的 强度 与 刚度 计算 





当 杆 件 模 惟 面 上 有 多 种 内 力 分 量 作用 时 ， 杆 件 的 强度 、 刚 度 计算 步骤 同 前 面 的 简单 内 力 
相同 。 下 面 举例 说 明 。 





例 12-10 ЕЛЖ ШШ ж УЕ, WBK 12-9a 所 示 ， 截 面 尺 寸 为 h=80mm, b=60mm, 1=1m。 
自由 端 作用 一 集中 力 r=5kN, FERMA х, 与 y WEAK po (下 沿 截面 对 角 线 ) 。 要 求 确 
定 最 大 正 应 力 点 的 位 置 ， 并 校 核 正 应 力 强度 。[o]=130MPa。 

解 : 此 梁 为 斜 弯曲 粱 ， 即 两 个 平面 弯曲 的 组 合 。 

(1) 如 图 12-9b 所 示 分 解 外 力 





40 





F, = Ёсозр = 5 х ——— kN=4kN 
302 + 40? 
| 30 
F = Fsing = 5 х 一 一 一 kN = 3kN 
\V/302 + 402 


(2) 作 内 力图 
Е. FAAATA MEH F By ЕЙ, И 12-9c、d 所 示 。 
最 大 等 矩 都 在 固定 端 ， 其 大 小 为 
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M, =F. 


M = ЕІ 
КШ, в IE w JJ Е fE Е Wi УТ ТЕ НАТА Е 
(3) 应 力 分 析 ， 找 出 危险 点 
根据 两 个 平面 弯曲 在 固定 端 截 面 上 的 应 力 分 布 (图 12-9e、f) 可 知 ， 最 大 拉 应 力 和 最 大 
压 应 力 分 别 在 固定 端 截 面 的 角 点 ЕЁ, А, E, RAIES, ki, ko 分 别处 于 单 同 拉 、 压 应 


力 状 态 (图 12-9g) 

















M. Me. Fl F, 
[max = s: = е7 
W W, hb bk 
6 6 
_ 3x10 x 1 x 6 4 x 10° x 1 x 6 





= а а 
90 x 60? x 107? 60 x 802 x 107? 
= 125МРа<[ co | 
所 以 ， 深 满足 正 应 力 强度 条 件 。 





例 12-11 图 12-10 所 示 为 传动 轴 AB, 已 知 电 动机 通过 联 轴 融 作 用 在 截面 上 的 力 偶 矩 
M=1kN. m， 轴 的 长 度 1= 200тт, (20 9 16 81 D=300mm， 轴 的 材料 的 许 用 应 力 [о] = 
160MPa。 试 按 形 变 应 变 能 理论 设计 AB 轴 的 直径 。 





将 传动 带 张力 向 轴 АВ 的 轴线 简化 ， 得 


Ё, 
кы М = 


а) 


由 УМ, =0, Вр 





М-М, =М- р =0 





ú F 
4н 2M 2x1x10N.m M| „м 
В F = = ~~~ = 6.67kN b) - x 
D 300 x 107 TO MEO m ro 
(2) 内 力 分 析 ыы бу» 
作 轴 的 弯 矩 图 和 扭矩 图 (忽略 剪 力 ) ШЕ o —— 


12-100. d BUR. 危险 截面 C W) E XK Se b ә ГЫТ?! ә 
ЕД 





ЗЕ 3 x 6.67 x 103 x 200 x 10 `° 图 12-10 
; = = Мт 
4 4 
=]kN . m 





T=M=IkN:-m 


(3) 强度 计算 
危险 点 为 平面 应 力 状态 ， 如 图 12-10e 所 示 。 
由 式 (11-18) 知 ， 对 于 弯曲 与 扭转 ， 选 用 形变 应 变 能 理论 ， 其 强度 条 件 的 表达 式 为 








Ж ЖАЙЛАШ (包括 圆 环形 截面 ) FFF, W =2W, 成 立 ， 于 是 形变 应 变 能 理论 强度 条 件 的 
表达 式 可 改写 为 








O A = 


W 
AF, M.. ТОЛЕ S dg SESA; W, ЕТТЕ BJ bu es А RA, 


32,/М? + 0. 757° 


于 是 8 
та 


1 
J/M? + 0. 757° < [о] (12-115) 








< [0 | 





所 以 





3 3 
32 /Mš + 0. 7512 32 /(1 x 103)2 + 0.75(1 x 103)2 
э ш ЕЕ A чм” 
пт[о | 


3. 14 х 160 х 10° 


ЯХ d=44mm, 
01112-12 WIRA] 12-11а 所 示 。B HRSA kO rin, СЕВ) У 715] 
HED, ECA B $£ BL £ D, =400mm, C # H4 р. =320mm， 轴 的 直径 d=22mm。 材 料 的 


许 用 应 力 1cr]=80MPa， 试 按 最 大 切 应 力 理论 校 核 轴 的 强度 。 
ге] ЛЕГЕ] 


221 Ë 
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解 : 根据 传动 轴 的 受 力 情况 ， 可 绘 出 如 图 12- 
11Ь 所 示 计 算 简 图 。 在 B 截面 处 有 水 平方 向 的 集 
中 力 600N (ЕН, Æ C 截面 处 有 铬 垂 方向 的 集中 力 
750N 作用 ， 此 外 , 在 B、C 截面 处 尚 有 大 小 相等 、 
方向 相反 的 一 对 扭转 力 偶 矩 M. = (400 - 200) x 
0.2 = 40N : m. 
先 计 算 铅 垂 方 回 的 集中 力 750N 引起 的 约束 力 
KREE М, (图 12-11c) 
F, =88.2N, Е, =661.8N 
M. = 88.2N х 0.1m = 8. 823 · т 


а) 





b) 


M. = 0601.8N x 0.08m = 52.9N +m 


HF ko 27 1а) J Р JJ 600N 引起 的 约束 力 
KEM, (图 12-114) 
F, =512N, Е} = 88N 
M, =512N x 0.1m= 51.2N. m 


M, = 88N x 0.08m = 7N - m 


D “BC BH JBE M 引起 的 扭矩 为 (图 ү 
12-11e) 


c) 


T=M. =40N: m 
虽然 M, 和 М, 作用 在 两 个 互相 垂直 的 平面 内 ， 








但 传动 轴 的 模 截 面 为 加 形 (7 =L, DEER S A M р 
曲 ) ， 故 可 将 截面 上 的 M, 与 М, 按 矢量 合成 为 一 “т Уо үст 
TESE, ， 进 行 强 度 计算 。 (T) — 
对 В 截面 
图 12-11 
M, = /8.822 + 51.22: №. m = 52N : m 
对 C 截面 





Me = /52.92 +72 N -m ~ 53.4N -m 
C 截面 为 危险 截面 。 
这 里 暂 日 抛 开本 例 ， 考 虑 更 一 般 的 情况 : 对 于 圆 形 (或 圆 环形 ) 截面 的 弯曲 扭转 杆 件 ， 
若 危 险 截面 的 弯 抢 (RASE) M. ЖЕТЕ, ЗАЎК (11-17) 和 例 12-11 的 推导 方 
法 ， 可 得 出 最 大 切 应 力 理论 强度 条 件 的 表达 式 


l 
a кк +T = [о] МОЮ) 


ЈА, ХРАМ АЕ 181 3Ë [|] Н] ЖЕ 5 ЩЩ ЕБ P # ЕЮНШ ИТЕ, э (12-117) 和 了 式 
(12-12') 可 作为 公式 使 用 ， 即 


1 
74 У М? +0. 757° < [0] (形变 应 变 能 理论 ) (12-11) 




















а= ИЕТ 10] (最 大 切 应 力 理论 ) (12-12) 
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式 中 ，W АЛ es G&18 ЖЖ; M. THERE (ERRE) E5 B MII YE 
返回 本 例 ，C 截面 危险 点 的 相当 应 力 








32 
т x 0. 022° 
= 63. 8MPa < [o] 

所 以 ， 该 轴 符 合 强度 要 求 。 
该 者 可 以 考虑 ， 如 果 在 轴 的 危险 截面 上 除 侍 矩 、 扭 矩 外 ， 还 有 轴 力 Fv ， 应 如 何 进 行 强 

度 计算 ? 


l 
T3 = Me + Т? = J53. 42 + 402 Ра 


ЕРИ 提高 杆 件 强度 与 刚度 的 一 些 措施 





在 工程 设计 中 ， 在 保证 满足 构件 强度 、 刚 度 要 求 的 前 提 下 ， 应 尽 可 能 地 节省 材料 ， 达 到 
最 经 济 的 效 末 。 我 们 知道 ， 杆 件 拉 伸 、 压 缩 、 扭 转 、 索 有 曲 时 的 强度 条 件 如 下 : 





























Fy 

Fr. Ж оне Q Qj 

扭转 Таш “Су 1713 

P М. 

215 ЩЩ Tmax “Су <[c |. 

由 此 可 知 ， 要 提高 强度 ， 第 一 个 可 行 措 | 
施 是 尽量 减 小 构件 的 最 大 内 力 ， 现 以 弯曲 为 ED 
例 说 明 。 图 12-12a 7л а] с И, 52 EJ R 40) ! + ‚=, 
4 作用 ， 梁 的 最 大 弯 矩 为 M.. =47/8„ ШЖ. 7 | pi = 
ЖЕРИ waj АС 8 x< ЛЕ [п] Б] 4 45] 0. 21, HHE 12- г, 
12b R, ЖА ЖЕЛЕУ М, = 412/40, {Х a) bp) 30 





为 前 者 的 1/5。 除 合理 安排 支 座 外 ， 在 可 能 的 
情况 下 适当 分 散 载 荷 也 可 达到 降低 最 大 弯 矩 
的 目的 ， 例 如 将 简 支 梁 上 的 一 个 集中 力 ,， 分 
散 为 两 个 或 更 多 个 集中 力 (图 12-12c、d) 。 

第 二 个 提高 强度 的 措施 是 采用 合理 的 截面 
形状 。 由 弯曲 正 应力 强 度 条件 可 知 ， 深 的 抗 膏 ©) d) 
能 力 还 取决 于 抗 弯 截面 系数 Wo W. AÍ E AÑ 
面 尺 寸 有 关 ， 还 与 截面 形状 有 关 。 为 了 减少 材 
料 消 耗 ， 减 轻 自 重 ， 应 选用 抗 弯 截面 系数 ЖЖП ЇН А 较 小 ， 即 W. /А 的 值 较 大 的 截面 形 
状 。 试 分 析 ， 在 横 和 截面 面积 不 变 的 情况 下 ， 实 心 圆 与 空心 圆 截面 哪 种 更 合理 ? 和 矩形 截面 与 工 字 形 
截面 哪 种 更 合理 ? 如果 材料 抗 拉 、 抗 压 性 能 不 同 ([e.]j>fec,])， 深 的 截面 该 选用 何 种 形状 ? 

第 三 个 提高 强度 的 措施 是 采用 等 强度 设计 。 对 拉 、 压 杆 和 受 扭 的 轴 ， 其 内 力 沿 截 面 位 置 的 














图 12-12 
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分 布 大 多 为 常量 或 分 段 常 量 ， 而 梁 在 前 力 弯 曲 时 弯 矩 是 随 截面 位 置 而 变化 的 。 在 前 几 节 的 设计 
中 ， 除 最 大 应 力 所 在 截面 外 ， 其 他 各 横 鹤 面 的 应 力 均 未 达到 许 用 应 力 ， 材 料 的 强度 得 不 到 充分 
发 挥 。 为 节省 材料 、 减 轻 卓 重 ， 可 以 将 杆 或 轴 设 计 成 阶梯 状 ， 将 勇力 弯曲 架设 计 成 横 和 截面 随 鹤 
面 位 置 按 有 荣 一 规律 变化 的 变 帘 面 染 。 当 构件 各 个 棋 和 截面 上 的 最 大 应 力 都 相等 〈 或 接近 相等 ) ， 
且 都 等 于 材料 的 许 用 应 力 值 时 ， 才 是 最 理想 的 设计 ， 当 然 这 要 在 工程 要 求 允 许 的 情况 下 。 

当 变 截面 染 各 横 截 面 上 的 最 大 封 曲 正 应 力 相 同 ， 并 与 许 用 应 力 相 等 时 ， 即 











М.(х) 
С лах = = |o 
W(x) 
时 ， 称 为 等 强度 妥 。 等 强度 染 的 抗 要 鹤 面 系数 随和 截面 位 置 的 变化 规律 为 
М.(х) 
Ў. (х) = (12-13) 





K. 

由 式 (12-13) PIL, Е Y ЛЕНД D: E Н) ЛЕ ТЕА Ja y n] k f# SE um БЁ Же ЖИ ТИП НО 
ERIE, РАИМ ЛЕ ЖЕ J k Il S s= FZ Эк 29 p| ЖЕЛАНИЯ „ 

设 图 12-13a ^5 Н JJ F EHW зс АЛАН J X ПЫ BJ Spa ДЕ Ж, ЯТЛАП ЫЛЕ h АХ, 
ж БЕ b 为 截面 位 置 x RKA, b=b(x), MIEJ 
ER E J hu 25 ТАТ # ЖС 

















b(x)h° 
W(x) = P 
SENEN 
F l 
а. е0 
把 以 上 两 式 代入 式 (12-13), 1019 
b(x) = а x (a) ° 
[о | 





可 见 ， ЖШ ИУ р(х) 为 x ВЧТ РА, а 
H ГХК, ЛЕ rB sa A UW 28 BU ТА АК Tj 
左 侧 相 对 称 的 (图 12-13b)。 在 左 、 右 两 个 端 图 12-13 
点 处 截面 宽度 !(x)=0， 这 是 仅 按 营 曲 正 应 力 进行 考 感 的 结 末 。 为 了 能 够 水 受 切 应 力 ， 染 两 
问 的 截面 应 不 小 于 某 一 最 小 宽度 bua s ШЖ HHJ JJ m E ЖЇР 














F 
g Бы, 3 j 
T mnax = x = x = [7 | 
2 ЛИМ hash 
得 
3F 

Въ == b 
“т 417 











图 12-13b л АЖ JS pt ЭУ НЕ JJ Ja S ЛЕЕ JÉ, ñ ТЩ Меш Д# S: BJ EK, SB TE H, w 
其 切 分 成 若干 锋 长 条 并 羞 放 在 一 起 制 成 如 图 12-136 REAR, ЖАНЕ ЕН 0 ë 05 5 
ж (图 12-13d) 就 是 这 种 形式 的 等 强度 深 。 

对 大 多 数 杆 件 ， 除 强度 外 ， 刚 度 要 求 也 是 重要 的 。 提 高 刚度 就 是 要 尽量 减 小 弹性 变形 。 
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仍 以 染 为 例 ， 由 表 7-370, RREME fa ER j ЖИБИТЕ, ИЕ ЖИЕ; ТЇЙ n KA 
REK, 50025 ЛЕ ЕТ 成 反比 。 因 此 ， 减 小 弹性 变形 的 一 个 措施 是 增 大 染 的 抗 杰 刚度 ЕУ, 
这 一 点 虽然 可 通过 选择 天 值 较 大 的 材料 来 达到 ， 但 由 于 多 数 钢 材 的 灭 值 是 相近 的 ， 即 使 选 
用 高 强度 钢 ， 也 不 能 有 效 地 提高 桨 的 刚度 ， 因 此 ， 最 好 是 设法 增 大 了 值 ， 在 鹤 面 面积 不 变 的 
情况 下 ， 人 尽量 使 材料 离开 中 性 轴 二 一些， 如 采用 工学 形 、 箱 形 等 截面 形状 。 

此 外 ， 梁 的 变形 与 跨度 ! 的 半 次 方 成 正比 。 路 长 对 变形 的 影响 非常 明显 ， 因 此 ， 必 须 设 法 
减 小 梁 的 跨 长 或 对 较 长 的 轴 多 加 支撑 。 例 如 ， 在 和 车 床上 车 曾 细 长 工件 时 ， 为 减 小 工件 在 加 工 过 
程 中 的 变形 ， 提 高 加 工 精 度 ， 在 工件 右 端 通 音 都 安 攻 顶尖 。 在 加 工 更 长 的 工件 时 ， 还 需 在 工件 
中 间 加 上 中 心 染 ， 以 减 小 跨 长 。 这 些 ， 虱 是 通过 增加 约束 来 提高 构件 的 弯曲 刚度 的 例子 。 


© = 


12-1 一 枯 杆 起 重 机 ， 起 重 杆 AB 的 横 截面 积 如 习题 12-1 图 所 示 。 钢 丝 强 BC 和 BD 的 横 截 面 面 积 均 为 
10mm”。 起 重 杆 与 钢丝 的 许 用 应 力 均 为 [с] =120MPa， 试 校 核 48、BC 和 BD 三 者 的 强度 。 


OB 





























习题 12-1 图 习题 12-2 图 

12-2 EW 下 = 130kN 甚 挂 在 由 两 根 圆 杆 组 成 的 吊 架 上 ， 如 习题 12-2 图 所 示 。4C 是 钢 杆 ， 直 径 dj = 
30mm ， 许 用 应 力 [o].,=160MPa。BC 是 铝 杆 ， 直 径 а, = 40mm， 许 用 应 力 [o] =60MPa, 已 知 АВС 为 正 
三 角形 ， 试 校 核 吊 架 的 强度 。 

12-3 ”习题 12-3 图 所 示 结 构 中 ， 钢 索 BC 由 一 组 直径 4=2mm 的 钢丝 组 成 。 若 钢丝 的 许 用 应 力 [о] = 
160MPa， 横 梁 AC 单位 长 度 上 受 均 匀 分 布 载荷 g=30kN/m 作用 ， 试 求 所 需 钢丝 的 根 数 n。 若 将 BC 改 用 由 两 
根 等 边 角 钢 组 成 的 组 合 杆 ， 和 角钢 的 许 用 应 力 为 [cc]=160MPa， 试 确定 所 需 角钢 的 型 号 。 

12-4 习题 12-4 图 所 示 结 构 中 АС 为 钢 杆 ， 其 横 截 面 面 积 A =2cm”; BC 杆 为 铜 杆 ， 其 横 截面 面积 A, = 
3cm”。[o]。,=160MPa,，[o].,=100MPa， 试 求 许 用 载荷 [F]. 





3m 





习题 12-3 图 习题 12-4 图 
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12-5 习题 12-5 图 所 示 结 构 ， 杆 48B 为 5 号 槽 钢 ， 许 用 应 力 [o]. = 160МРа, #F BC H h/b=2 BJP JEER 
面 木 杆 ， 其 截面 尺寸 为 6=5cm，h=10cm， 许 用 应 力 [o] = 8МРа, IZA F= 128kN。 
(1) 试 校 核 该 结构 的 强度 ; (2) 知 要 求 两 杆 的 应 力 同 时 达到 各 目的 许 用 应 力 ， 两 杆 的 截面 应 取 








12-6 习题 12-6 图 所 示 螺 栓 ， 拧 紧 时 产生 A1= 0. 10mm 的 轴 向 变形 ， 试 求 预 紧 力 下 ， 并 校 核 螺 栓 强 度 。 
EAI а, =8mm, d,=6.8mm, d,=7mm, l, =6mm, l, =29mm, l3=8mm; E=210GPa, [o | = 500МРа, 





ОО 习题 12-5 图 习题 12-6 图 


12-7 习题 12-7 图 所 示 传 动 轴 的 转速 为 n=500r/min， 主 动 轮 1 输入 功率 P. =368kW， 从 动 轮 2 和 3 分 
别 输出 功率 P, =147kW 和 P;,=221kW。 已 知 [o] =212MPa, [@]=1 (°)/m, G =80GPa。 

(1) 试 按 第 四 强度 理论 和 刚度 条 件 确 定 АВ 段 的 直径 4, 和 BC 段 的 直径 d, 。 

(2) Æ АВ RM BC 段 选 用 同一 直径 ， 试 确定 其 直径 а. 

(3) 主动 轮 和 从 动 轮 的 位 置 若 可 以 重新 安排 ,试问 怎样 安排 才 比 较 合 理 ? 

12-8 习题 12-8 图 所 示 钢 轴 , d =44,/3, M=1kN : т, ШУЛ [o]=160MPa, [ф]=0.5 (°)/m, 
G= 80GPa。 试 按 第 三 强度 理论 和 刚度 条 件 设计 轴 径 di 与 d, 








习题 12-7 图 习题 12-8 图 


12-9 习题 12-9 图 所 示 钢 轴 所 受 扭 转 力 偶 矩 分 别 为 MI = O.8kN +: m. M, = 1.2kN : m. 
M,=0.4kN + м. 已 知 : 1 =0.3m, L =0.7m, [о] = 100МРа, [@]=0.25°Zm, С=80СРа„ 5 = Sm E JH 
论 和 刚度 条 件 求 轴 的 直径 。 

12-10 习题 12-10 图 所 示 组 合 轴 ， 套 简 和 心 轴 依 靠 两 端的 刚性 平板 牢固 地 连接 在 一 起 。 设 作用 在 刚性 
平板 上 的 力 偶 矩 M= 2kN : m， 套 人 简 和 心 轴 的 切 变 模 量 分 别 为 С, = 40СРа, С, = 80GPa; 许 用 应 力 分 别 为 
[oo],=85MPa、[o],=110MPa。 试 按 第 三 强度 理论 分 别 校 核 该 套 简 与 心 轴 的 强度 。 





习题 12-9 图 习题 12-10 图 


12-11 习题 12-11 图 所 示 槽 形 截面 悬 辟 粱 ，P= 10kN，M=70KN : m, [o ] = 35МРа, [о. ] = 120МРа, 
试 校 核 其 强度 。 











习题 12-11 图 习题 12-12 图 


12-12 习题 12-12 图 所 示 简 支 粱 ， 由 四 块 尺寸 相同 的 木板 胶合 而 成 ， 试 校 核 其 强度 。 已 知 : F=4kN, EE 
l=400mm, 65=50mm,h=80mm， 板 的 许 用 应 力 [o] =7MPa， 胶 颖 的 许 用 应 力 [r] = 5МРа, 

12-13 习题 12-13 图 所 示 外 伸 梁 由 25а 工 字 钢 制 成 ， 其 跨度 1=6m， 全 梁 上 受 均 布 载荷 g 作用， 为 使 支 
座 处 截面 4、B 及 跨度 中 央 截 面 C 上 的 最 大 正 应 力 均 为 140MPa， 试 求 外 伸 部 分 的 长 度 a 及 载荷 集 度 qo 

12-14 某 四 轮 起 重 机 的 轨道 为 两 根 工 字形 截面 梁 (习题 12-14 图 所 示 为 其 中 一 根 梁 )， 设 起 重 机 自重 
WW=50kN ， 最 大 起 重量 = 10kN， 工 字 钢 的 许 用 应 力 为 [с | = 160МРа, [т] = 80МРа, А Т 0 


型 号 。 

















习题 12-13 图 习题 12-14 图 
12-15 习题 12-15 EH Pr zs kB ЖАШ ГЫ] зс ЯХ H | JÉ K EL il pk, Е ЕР= 5КМ, a= 1.5m, [o] = 10МРа, 
E = >K ТЕ А À F Pr R ДИ Пу 22 u Ж ЖАТ RARA Be X iB, АЙЕЛ ЛЕ J Ж h/b 的 值 及 所 需 木 料 的 最 小 直 


Же а, 











习题 12-15 图 
12-16 ”如 习题 12-16 图 所 示 支 承 楼 板 的 木 梁 ， 其 两 端 支 厌 可 视 为 锐 支 ,跨度 1= 6m， 两 木 梁 的 间距 
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а= lm， 楼 板 受 均 布 载荷 g=3.5kN/m” 的 作用 。 若 [o] =10MPa，[7]=1MPa,， 木 梁 截 面 为 矩形 ，4b/h = 
2/3， 试 确定 其 尺寸 。 





习题 12-16 图 


12-17 习题 12-17 图 所 示 为 一 承受 纯 弯 曲 的 铸铁 梁 ， 其 截面 为 上 形 ， 材 料 的 拉 伸 和 压缩 的 许 用 应 力 之 
E [o ]/[ oe. ]=1⁄4, Кр ZEAE b. 

12-18 习题 12-18 图 所 示 轧 辊 轴 直 径 D =280mm, I=450mm, b= 100mm， 轧 辊 材料 的 许 用 应 力 [o] = 
100MPa。 试 根据 轧辊 轴 的 强度 ， 求 轧辊 能 承受 的 最 大 轧 制 力 尺 (F=qb). 


习题 12-17 图 习题 12-18 图 























12-19 ” 某 操 纵 系 统 中 的 摇 臂 如 习题 12-19 图 所 示 ， 右 端 所 受 的 力 F =8.5kN, E 1-1 和 2-2 均 为 高 宽 
HE h/b=3 的 和 矩形， 材料 的 许 用 应 力 [cc]=50MPa。 试 确定 1-1 及 2-2 两 个 横 截面 的 尺寸 。 

12-20 为 了 起 吊 W=300kN 的 大 型 设备 ， 采 用 一 台 150kN 和 一 台 200kN 的 起 重 机 及 一 根 钢 制 辅助 梁 
AB， 如 习题 12-20 图 所 示 。 已 知 钢材 的 许 用 应 力 [cj]=160MPa，!=4m。 试 分 析 和 计算 : 

(1) 设备 吊 在 辅助 梁 AB 的 什么 位 置 (以 到 150kN 起 重 机 的 间距 a 表示 )， 才 能 保证 两 台 起 重 机 都 不 会 
超载 ? 

(2) 在 以 普通 热 轧 工 字 型 钢 作 为 辅助 架 ， 试 确定 工 字 钢 型 号 。 





与 200kN 起 重 机 相连 与 150kN 起 重 机 相连 





习题 12-19 图 习题 “12-20 图 
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12-21 习题 12-21 图 所 示 结 构 中 ，ABC 为 No 10 普通 热 轧 工 字 型 钢 梁 ， 钢 梁 在 4 AE N Ж C K. B 处 
用 圆 截面 钢 杆 悬 吊 。 已 知 梁 与 杆 的 许 用 应 力 均 为 [о | =160MPa。 试 求 : 

(1) 许可 分 布 载 傈 集 度 qo 

(2) 圆 杆 直径 d. 











习题 12-21 图 
12-22 组合 梁 如 习题 12-22 图 所 示 , 已 知 g=40kN/m，F=48kN， 梁 材料 的 许 用 应 力 [o] = 160MPa。 
试 根据 形变 应 变 能 强度 理论 对 梁 的 强度 作 全 面 校 核 。 








习题 12-22 Kl 





12-23 ” 梁 受 力 如 习题 12-23 图 所 示 , Ж F= 1.6kN, d=32mm, =200GPa。 若 要 求 加 力 点 的 搁 度 不 
大 于 许 用 挠 度 [o] =0.05mm， 试 校 核 梁 的 刚度 。 

12-24 一 端 外 伸 的 轴 在 飞轮 重力 作用 下 发 生变 形 ， 如 习题 12-24 图 所 示 ， 已 知 飞 轮 重 色 =20kN， 轴 材 
料 的 =200GPa， 轴 承 B 处 的 许 用 转角 [6] = 0.5°。 试 设计 轴 径 d. 











习题 12-23 图 习题 12-24 图 








12-25 2] 12-25 图 所 示人 徇 多 桥 式 起 重 机 的 最 大 载 傈 =20kN， 起 重 机 妆 为 32a LFA, Е=210СРа, 
1= 8.76m， 规 定 许 用 接 度 [о] =1500。 试 校 核 梁 的 刚度 。 





习题 12-25 图 
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12-26 习题 12-26 图 所 示 承 受 均 布 载 人 向 的 简 文 染 ， 由 两 根 紧 回放 置 的 普通 槽 钢 组 成 。 已 知 g= 10kN/m， 
l=4m, 材料 的 [o] = 100MPa， 许 用 挠 度 [v] =1⁄1000, 天 =200GPa。 试 确定 模 钢 型 号 。 














习题 12-26 Kl 


12-27 习题 12-27 лт = ЖАТ, ЕЛА ¿s Ë ЛА ОШ RSE, М ЖЕН, 许 用 应 力 [о] = 
120MPa， 试 校 核 三 杆 的 强度 。 

12-28 习题 12-28 图 所 示 和 矩形 截面 杆 在 自由 端 承 受 位 于 纵 癌 对 称 面 内 的 纵 癌 载 集 Ff， 奉 已 知 FF=60kN。 

(1) З. 横 截 面 上 点 4 处 的 正 应 力 为 零 时 的 截面 高 度 ho 

(2) 在 上 述 h 值 下 ， 若 材料 的 许 用 应 力 [o] =50MPa， 试 校 核 该 杆 的 强度 。 








可 
TE Бе 8) 


习题 12-27 图 习题 12-28 图 
12-29 ЕЖА зА, А УЕ, = lm, /=200mm，20= 100mm。 受 力 情 况 如 习题 12-29 图 所 
示 ,，F=4kN，[o]=20MPa。 试 校 核 其 强度 。 





习题 12-29 图 





12-30 有 一 用 No 10 号 工 字 钢 制造 的 悬臂 粱 ， 长 度 为 !， 端 面 处 承受 通过 截面 形 心 且 与 = 轴 夹 角 为 e 的 
集中 力 正 作用， 如 习题 12-30 图 所 示 。 试 求 当 а 为 何 值 时 ， 截 面 上 危险 点 的 应 力 值 为 最 大 。 
wa Га] 


A | 
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12-31 习题 12-31 图 所 示 两 槽 钢 ， 一 端 固定 ， 妃 一 端 逆 一 定 滑轮 ， 拉 力 下 可 通过 定 滑 轮 与 拉力 为 40kN 
的 丈 力 平衡 ， 构 件 的 主要 尺 才 见 图 ，[cj]=80MPa， 试 选择 适当 的 槽 钢 型 号 。 














习题 12-30 图 习题 12-31 图 


12-32 ”由 三 根木 条 胶合 而 成 的 悬臂 粱 如 习题 12-32 К, К 1= lm， 若 胶合 面 上 的 许 用 切 应 力 为 
0. 34MPa， 木 材 的 许 用 弯曲 正 应 力 为 [cj=10MPa， 许 用 切 应 力 [rz]j=1MPa， 试 求 许可 载 向 [ЕК] 
12-33 手 摇 式 提 升 机 如 习题 12-33 图 所 示 ， 最 大 提升 力 为 W = F 


1kN， 提 升 机 轴 的 许 用 应 力 Te]=80MPa。 试 按 第 三 及 第 四 强度 理论 设 


12-34 习题 12-34 图 所 示 一 传动 轴 ， 轮 4 上 作用 铅 重力 F = SkN, 
轮 B 上 作用 水 平方 同 力 f,=10kN。 奇 [o]=100MPa， 轮 4 81р, = 
300mm， 轮 B 的 直径 D, = 150mm， 试 选用 第 四 强度 理论 计算 轴 的 直 习题 12-32 图 
а, 

12-35 习题 12-35 图 所 示 电 动机 功率 P=9kW， 转速 n=715r/min， 带 轮 直 径 D=250mm， 电 动机 轴 外 伸 
长 度 1= 120mm， 轴 的 直径 а = 40mm， 轴 的 材料 的 许 用 应 力 [o] =60MPa。 试 按 最 大 切 应 力 理 论 校 核 轴 的 
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习题 12-33 图 





习题 12-34 图 习题 12-35 图 
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12-36 ”习题 12-36 图 所 示 传 动 轴 ,传递 的 功率 P=7kW， 转速 n=200r/min。 齿 轮 4 上 作用 的 力 下 与 水 
平 切线 夹 角 为 20”( 即 压力 角 )。 带 轮 B 上 的 拉力 FF M F, AKES, НЕ, =2F,. ЖУ [o] =80MPa, 
试 对 下 列 两 种 情况 ， 按 最 大 切 应 力 理论 设计 轴 的 直径 。 

(1) 忽略 带 轮 的 重力 W. 

(2) 考虑 带 轮 的 自重 WW=1. 8kN。 


20° 





习题 12-36 图 
12-37 习题 12-37 图 所 示 同 截面 等 直 杆 受 横 问 力 FF 和 绕 轴 线 的 外 力 侦 MM 作用 。 由 试验 测 得 杆 表 面 4 
点 处 沿 轴线 方向 的 线 应 变 a0。=4x10“， 杆 表面 p 点 处 沿 与 母线 成 45 "方向 的 线 应 变 2&4s。=3.75x10“。 并 
知 杆 材 料 的 弹性 模 量 E= 200GPa, i 25， 许 用 应 力 [o] =140MPa。 试 按 第 三 强度 理论 校 核 杆 
的 强度 。 








习题 12-37 图 
12-38 ”习题 12-38 图 所 示 圆 截面 杆 ， 直 径 为 4， 承受 轴 回 力 下 与 扭转 力 偶 矩 M 作用 ， 杆 用 塑性 材料 制 
成 ， 许 用 应 力 为 [cj。 试 画 出 危险 点 处 的 应 力 状态 图 ， 并 根据 第 四 强度 理论 建立 杆 的 强度 条 件 。 
12-39 习题 12-39 图 所 示 圆 截面 钢 杆 ， 承 受 载荷 F. F, j JJ B BE M 作用 。 试 根据 第 三 强度 理论 校 核 
杆 的 强度 。 已 知 载荷 Р, = 5003, F,=15kN, JIRE M=1.2kN. m， 许 用 应 力 [o]=160MPa。 


== 


习题 12-38 图 习题 12-39 图 


12-40 “习题 12-40 РТУ HE1% а= 25mm 的 齿轮 轴 ， 由 电动 机 带动 。 和 斜 齿 轮 分 度 圆 直径 D=200mm， 作 
ИЯ Ji JJ Е, = 1. 9КҸ, {417 F =740N 以 及 平行 于 轴线 的 外 力 下 =660N。 知 许 用 应 力 [o] =160MPa, PÇ 


а 


т> 
[а]: 
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根据 第 四 强度 理论 校 核 轴 的 强度 。 





习题 12-40 图 


12-41 习题 12-41 图 所 示人 简 文 染 ， 览 度 中 点 承受 集中 载 知 下 作用 。 符 横 截 面 的 宽度 ， 保持 不 变 ， 试 根 
据 等 强度 观点 确定 截面 高 度 (xz) 的 变化 规律 。 许 用 应 力 [o] 与 许 用 切 应 力 [т] 均 为 已 知 。 











习题 12-41 图 
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联接 


为 了 将 一 个 构件 联接 到 另 一 个 构件 上 上， 工程 上 常 采 用 联接 结构 。 起 联接 作用 的 联接 件 往 
往 是 形状 不 一 、 长 度 短小 的 构件 。 联 接 件 内 应 力 分 布 规律 复杂 ， 难 于 用 材料 力学 方法 作 精 确 
分 析 。 工 程 中 采用 实用 的 计算 方法 ， 即 从 经 验 出 发 ， 认 为 应 力 在 其 作用 面 上 均匀 分 布 ， 从 而 
对 联接 结构 进行 强度 估算 。 实 践 证 明 ， 这 种 方法 行 之 有 效 ， 故 称 为 实用 计算 。 


EEN] 工程 中 常见 的 联接 结构 


工程 中 第 第 采用 各 式 各 样 的 联接 结构 ， 将 一 个 构件 联接 到 为 一 个 构件 上 ， 如 图 13-1 所 





b) e) 


É 13-1 
а) 钾 钉 联接 结构 b) 轴 销 联接 结构 с) 焊接 结构 а) KIERR e) 轮 与 轴 之 间 的 键 联接 结构 


Га] 


[=] 
2:232 
[s=] ° 


413% 联接 4 


示 。 另 外 ， 还 有 各 种 粘 接 结构 等 。 上 述 锦 钉 、 轴 销 和 键 等 起 联接 作用 的 构件 ， 在 联接 处 局 部 
区 域 (力作 用 处 以 及 附近 区 域 ) 会 有 应 力 存在 。 由 于 这 些 联接 件 大 多 为 形状 不 一 、 长 度 短小 
的 块 体形 构件 ， 联 接 处 的 局 部 变形 及 应 力 分 布 规律 比较 复杂 ， 很 难 作出 精确 的 理论 分 析 。 因 
此 ， 工 程 上 大 都 假设 应 力 在 其 作用 面 上 是 均匀 分 布 的 ， 在 此 基础 上 进行 强度 计算 ， 故 称 实用 
计算 。 


ШР йан 





以 图 13-2a 所 示 勇 床 勇 切 钢板 为 例 来 说 明 筋 切 的 概念 。 钢 板 在 上 、 下 切削 刃 作 用 力 环 的 
推动 下 ,， 左 、 右 两 部 分 将 治 两 力 间 的 截面 m-m 发 生 相 对 错 动 (图 13-2b)。 当 力 增加 到 某 
一 极限 值 时 ， 钢 板 将 治 截 面 m-m 被 和 剪断。 构件 〈 如 钢板 ) 在 一 对 相距 很 近 、 大 小 相等 、 方 
向 相反 的 外 力作 用 下 ， 被 前 截面 沿 力 的 作用 方向 发 生 相 对 错 动 的 变形 ， 称 为 剪 切 变形 。 产 生 
相对 错 动 的 帘 面 (如 m-m) РКУ ЗЛА, ЖЕ, ВИЈЕК ВУИ ЕН), НЮ, 
在 进行 抗 艾 强度 计算 时 ， 只 需 考 虑 藤 切 面 上 内 力 及 应 力 的 大 小 。 











图 13-2 


图 13-3a 所 示 为 钾 接 结构 ， 联 接 件 钾 钉 受 力 如 图 13-3b 所 示 。 由 图 13-3c 所 示 的 受 力 状 
态 即 可 建立 平衡 方程 ， 不 难 求 得 前 切面 上 的 剪 力 Е, 





Fa 
F 
c) 
图 13-3 
Е =F 
假设 剪 力 .在 前 切面 上 均匀 分 布 ， 则 切 应 力 的 大 小 为 
F, 
T = yi (13-1) 





AF, AAHH E, 
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建立 剪 切 强度 条 件 
ena ( 13-2) 
AP, [т] 为 联接 件 的 许 用 切 应 力 ， 是 根据 联接 件 的 实际 受 力 情况 ， 作 模拟 前 切 试验 ， 记 
下 破坏 载荷 F... HOOK (13-1) 计算 出 破坏 应 力 rp, 再 考虑 安全 因数 ,得 到 
ТЬ 


Еа МЭЛ 


注意 ， 有 些 联接 件 的 剪 切面 不 止 一 个 ， 例 如 图 13-la 77 АУТ, 5 ИЕГИРИ J 
个 勇 切 面 。 在 实际 计算 中 要 据 勇 切面 的 个 数 来 分 析 。 


KEE] 挤 压 实用 计算 





大 多 数 联接 件 在 承受 剪 切 的 同时 ， 伴 随 着 联接 件 与 被 联接 件 在 接触 面 上 的 相互 挤 压 ， 这 
种 发 生 在 构件 表面 的 局 部 受 压 现象 称 为 挤 压 。 
例如 ， 图 13-3a 所 示 的 饰 接 结 构 ， 当 钢 

O 板 受到 拉力 作用 后 ， 在 钢板 与 锦 钉 的 接触 
В ар, леха, хане y "CO 
F.，F, 称 为 挤 压 力 ， 如 图 13-4 R., 44 TE 
压力 超过 一 定 限度 时 ， 联 接 件 或 被 联接 件 在 I 
挤 压 面 附近 产生 明显 的 塑性 变形 ， 称 为 挤 压 
破坏 。 在 有 些 情况 下 ， 构 件 在 剪 切 破坏 之 前 
可 能 首先 发 生 挤 压 破坏 ， 所 以 要 建立 挤 压强 度 条 件 。 

图 13-4 所 示 锦 钉 与 钢板 的 实际 挤 压 面 为 半 个 圆柱 面 ， 其 上 的 挤 压 应 力 o, ,不 是 均匀 分 布 
的 。 可 以 假设 ， 挤 压力 在 挤 压 计算 面积 4 上 均匀 分 布 ， 即 











Кү 
мт (13-4) 
式 中 ，4, 等 于 实际 挤 压 面向 过 直径 的 平面 的 投影 ， 如 图 13-4b FR. 
4 = а 
建立 挤 压强 度 条 件 
Кы 
Il = — < [|o] (13-5) 
Аъ. 


AP, [opn] 为 许 用 挤 压 应 力 。 一 般 地 ， 对 同一 种 材料 ， 许 用 切 应 力 [т] 比 许 用 拉 应 力 
[o] 要 小 ， 而 许 用 挤 压 应 力 [op] WE [cj X. 


例 13-1 图 13-5a 所 示 为 轴 销 联接 结构 ,已 知 有 =20kN， 钢 板 厚度 65=10mm， 轴 销 与 钢 
板 的 材料 相同 ， 许 用 应 力 为 [т] =60MPa，[o,.] =160MPa。 试 求 所 需 轴 销 的 直径 d. 

К. 轴 销 受 力 如 图 13-5b 所 示 ， 剪 切面 为 m-m 及 1， 这 种 情况 称 为 双 剪 切 。 可 以 认为 
两 个 前 切面 上 的 剪 力 相同 ， 均 为 


















F 
e 
2 
按 剪 切 强度 条 件 
p, 
=. = 
тым, [т | 
Е |та? 
В е 
Z [Т] 
| 2F 2 x 20 x 10° 
所 以 d > = |—— — m = 0. 0146m 
mir] AJ3.14 x 60 x 105 
п | ш 
© | 
к Е 
Су 
а) b) c) 
KI 13-5 


由 图 13-5b 可 知 ， 轴 销 中 间 一 段 的 挤 压 力 为 f， 而 挤 压 计算 面积 为 264; 两 端 各 段 的 挤 Ez 
压力 为 f/2， 挤 压 计 算 面 积 为 64， 所 以 各 处 的 挤 压 应 力 相 同 。 按 挤 压强 度 条 件 


7 
о, =—— =—— =< | G 
bs Ар, 28а bs 
F 20 x 102 


所 以 = 0. 00625m 


7 2610}, | 2х 10°? x 160 x10 
п], УАУ ЛЛ d=15mm, 
例 13-2 图 13-6a л АЈ E ZG J, ЖИЛ Ed HH 13-ба 所 示 。 轴 所 承受 的 扭转 力 倡 
Ж M=200N : m, $4% 4=32mm， 键 的 尺寸 为 5xhx1= 10mmx8mmx50mm， 键 的 许 用 应 力 
[7]=70MPa，[o,.] =100MPa， 试 校 核 键 的 强度 。 








解 : (1) 勇 切 强度 校 核 
自 完 确定 键 在 六 切 面 上 的 前 力 ， 为 此 假想 将 键 沿 竟 切 面 п-п 堆 开 ， 并 把 半 个 键 和 轴 一 起 作为 
研究 对 象 ， 如 图 13-6b 所 示 。 根 据 平衡 条 件 ， 可 求 得 键 在 剪 切 面 上 的 剪 力 F. H SM,=0， 得 
Fd 
2 





-М=0 








F 新 编 材 料 力学 第 3 版 


2M 2 x 200 
所 以 Fom = N=125X1I0N 
d 32 x 107? 
35 Т] ТЩ ЛЯ > А = bl = 10 x 50тт° = 500mm2 
Р. 12.5 x 102 
因 而 TN =25 x JO Nm = 25MPa|<|[ +] 


A 500 x 107% 
СТИ BE WN ТЕ УУ Ы] ra БЕ 28 F o 
(2) 挤 压 强度 校 核 
完 确 定 挤 压力 ， 人 研究 半 个 键 的 平衡 (图 13-6c)。 由 3F,=0, 得 
F, = F. = 12. 5kN 
挤 压 面积 ， A. = > = 4 x 50mm? = 200mm2 
因而 
Е. 12.5 x 103 
ты = =Z 
As 200 x 107° 
故 该 键 也 满足 挤 压 强度 条 件 。 
综 上 ， 键 是 安全 的 。 





N/m? = 62.5 x 10°N/m° = 62. 5MPa<[o,.)] 


KERI 焊 颖 与 胶 粘 接 颖 的 实用 计算 





焊接 和 上 胶 烙 联 接 也 是 工程 中 经 党 采用 的 联接 方式 。 对 于 主要 承受 前 切 的 焊 缝 (图 
13-7a) ， 在 设计 时 ， 假 设 破坏 是 在 焊 颖 的 最 小 截面 上 由 剪 切 而 产生 ， 并 假设 切 应 力 在 前 切面 
上 均匀 分 布 。 焊 颖 的 横 截 面 一 般 视 为 等 腰 三 角形 (图 13-7b)， 焊 缝 的 最 小 厚度 为 三 角形 斜 
W їй АВ =5соѕ45° = 0.7076。 剪 切面 ( 焊 颖 的 最 小 截面 ) 的 面积 ， 








А = АВ · 1 = 0.707ó1' (13-6) 
式 中 , VARRE RKE, Jae E Bi BU TJ ERFAN 
Е. F. 
ДОЛЫ ЖУЛА (13-7) 





A O. 
因 焊 颖 两 端的 焊接 质量 较 差 ， 故 通 妆 将 爆 缝 长度 1 扣除 10mm 后 作为 计算 长 度 /。 


3 焊 缝 放大 图 





图 。13-7 
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不 同 的。 在 实际 计算 时 ， 可 将 胶 层 视 为 构件 的 一 部 分 〈 其 强度 与 构件 的 强度 不 同 ) 。 根 据 构 


件 的 受 力 情况 ， 胶 层 可 能 承受 切 应 力 ， 也 可 能 承受 正 应 力 ， 或 二 者 部 有 。 相 应 胺 层 的 强度 条 
件 ， 可 能 是 正 应 力 强 度 条 件 ， 也 可 能 是 切 应 力 强 度 条 件 ， 还 可 能 二 者 都 必须 考虑 。 


例 13-3 图 13-7 所 示 板 的 许 用 应 力 [o] =160MPa， 焊 颖 的 许 用 切 应 力 [z] =100MPa， 
№ 5 = 100mm， 厚 度 6=1Smm， 焊 颖 的 长 1= 120mm。 试 求 许 可 载 条 [F]. 











解 ， 每 条 焊 色 所 受 剪 力 F. = 
H Ө UJ ш J К 
F. 
ДЕ Е [7] 
有 < [т] 
28 х 0.707(1- 10) 
所 以 
F < 26 х 0.707(1- 10)[ 7 ] 
= 2 x 15 x 107° x 0.707 х (120-10) x 107° x 100 х 10°N 
= 233 x 10°N = 233kN | 
由 钢板 的 抗 拉 强度 Pusa 
с = d <| o | 
А nin 
有 F< Alo] = bó[o) 


= 100 x 107° x 15 x 107? x 160 х 10°N 
= 240 х 10°N = 240kN 
许可 载 傈 为 二 者 中 的 较 小 者 ， 即 [F] = 233kN。 
例 13-4 两 木 杆 用 腕 粘 在 一 起 ， 
如 图 13-8 ITIR, E Ж Ж f F = 35kN, 
胶 的 许 用 应 力 [o] = 6МРа, [т] = 
3MPa。 要 求 校 核 胶 粘 接 缝 的 强度 。 
解 : 胶 颖 斜面 法 线 与 x HH3E ff o= 
-25°。 根 据 应 力 状 态 分 析 可 知 ， 股 烽 图 ”13.8 
接 颖 斜面 上 既 有 正 应 力 又 有 切 应 力 。 








F 
T = с,соѕ?а = 008 人 — 25°) 


35 x 10° 


x x 








O, 1 р, 
ты ‚ =— ——з1п2@ =— — X —sin( = 50°) 
у Э 2 А 
1 35 х 10° 
= х х (— 0. 766) Ра = 1. 44МРа < [= | 


2 125 х 75 х 105% 
所 以 胶 粘 接 颖 是 安全 的 。 
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13-1 习题 13-1 тл ЕЕ АЧ K Е 7) 0) 400kN ， 被 冲 剪 钢板 的 剪 切 极 限 应 力 r =360MPa, th 
头 材料 的 [o] =440MPa， 试 求 在 最 大 冲压 力作 用 下 所 能 冲 剪 的 圆 孔 的 最 小 直径 和 板 的 最 大 厚度 。 

13-2 习题 13-2 图 所 示 凸 缘 联 轴 器 传递 扭转 力 偶 矩 M= 3kN . m， 直 径 为 dj = 12mm 的 螺栓 分 布 在 直径 
D=150mm 的 圆周 上 。 材 料 的 [z] =90MPa， 试 校 核 该 螺栓 的 抗 剪 强度 。 

13-3 ”两 块 钢板 用 七 个 饮 钉 联接， 如 习题 13-3 图 所 示 。 已 知 钢板 的 厚度 6=6mm. 90 = 200тт, 817 
直径 4=18mm。 材 料 的 许 用 应 力 [о |=160МРа, [т]=100МРа, [0 ] = 240МРа, 载荷 =150kN， 试 校 核 
此 结构 的 强度 。 


d 
F 

















习题 13-3 图 
13-4 习题 13-4 图 所 示 装 置 中 ， 键 的 长 度 1=35mm， 许 用 切 应 力 [т] = 100MPa， 许 用 撞 压 应 力 [o,.]= 
220MPa， 试 求 允 许 作 用 在 手柄 上 的 力 下 的 最 大 值 。 
13-5 夹 剪 如 习题 13-5 图 所 示 ， 销 钉 C 的 直径 а= Smm， 剪 断 一 根 与 销 钉 直径 相同 的 铜 丝 时 ， 需 加 力 
F=0.5kN， 铜 丝 与 销 钉 槛 截面 上 的 平均 切 应 力 各 为 多 少 ? 

















b) 


习题 13-4 图 习题 13-5 图 
13-6 习题 13-6 т, KZRA К, 与 F, 作用 。 试 确定 轴 销 B 的 直径 d. 已 知 载 集 F. = 50kN, 


Ao 






,=35.4kN， 许 用 切 应 力 [т] =100MPa， 许 用 挤 压 应 力 [с] =240MPa。 





习题 13-6 图 
13-7 试 校 核 习题 13-7 图 所 示 锦 接 结构 的 强度 。 锦 钉 与 板 件 的 材料 相同 ， 许 用 拉 应 力 [Lc] = 160МРа, 
用 切 应 力 [т] =120MPa， 许 用 挤 压 应 力 [ol | = 340МРа, #1 F=230kN, 





2 r 
习题 13-7 图 
13-8 习题 13-8 图 所 示 两 根 矩 形 截面 木 杆 ， 用 两 块 钢板 连接 在 一 起 ， 承 受 轴 回 载荷 下 = 45kKN 作用 。 已 
知 木 杆 的 截面 宽度 =250mm， 沿 木 纹 方向 的 许 用 拉 应 力 [cc]=6MPa， 许 用 挤 压 应 力 [ou]=10MPa， 许 用 
切 应 力 [7]=1MPa。 试 确定 钢板 的 尺寸 5、! 以 及 木 杆 的 高 度 ho 
13-9 ”习题 13-9 图 所 示 焊 接 结构 ， 焊 颖 的 高 度 为 6mm。 已 知 钢 板 的 许 用 正 应 力 [o] = 160МРа, X7 2E 
的 许 用 切 应 力 [т] =120MPa。 试 求 此 联接 结构 的 许 用 拉力 ГЕ]. 


. ЖЕ dora a 
Е 
= -— r 
г Ym | | 
( ——— u CN 


习题 13-8 图 习题 13-9 图 
13-10 木 杆 由 A、B 两 部 分 用 斜面 胺 接 而 成 ， 如 习题 13-10 Ё тл. 已 知 胺 精 接 缝 的 许 用 切 应 力 [7]= 
517kPa， 许 用 拉 应 力 [o] =850kPa, RFH 0 [F]. 
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习题 13-10 图 








Ж 14 а 
MA PEJE 13 18 RK iy 27 BT 


前 面 各 章 研 究 了 构件 在 弹性 变形 时 的 强度 与 刚度 问题 ， 即 认为 材料 始终 在 线 弹 性 范围 
内 ， 外 力 与 内 力 、 应 力 、 应 变 、 变 形 、 位 移 等 各 量 间 成 线性 关系 ， 且 单 值 对 应 。 这 就 是 说 ， 
构件 在 一 定 外 力 的 作用 下 ， 必 产生 确定 的 内 力 、 应 力 、 应 变 、 变 形 与 位 移 。 如 果 外 力 增 大 n 
癌 ， 其 对 应 的 内 力 、 应 力 、 应 变 、 变 形 与 位 移 也 增 大 n 倍 。 若 对 塑性 材料 制 成 的 构件 或 结构 
进行 强度 计算 时 采用 极限 应 力 法 ， 则 当 其 危险 点 处 的 相当 应 力 达 到 材料 的 慑 服 点 go. 时 ， 整 
个 构件 或 结构 便 处 于 极限 状态 。 

然而 ， 对 塑性 材料 制 成 的 超 静 定 结 构 或 应 力 非 均匀 分 布 的 构件 (例如 梁 与 轴 等 )， 当 其 
庆 险 点 处 出 现 塑 性 变形 时 ， 整 个 结构 或 构件 同时 存在 弹性 变形 与 塑性 变形 ， 并 仍 能 承受 继续 
增 大 的 载荷 。 材 料 进 入 塑性 状态 后 ， 应 力 与 应 变 间 将 成 非 线 性 关系 ， 且 非 单 值 对 应 。 

极限 载荷 法 以 塑性 极限 状态 作为 构件 或 结构 的 危险 状态 ， 来 计算 构件 或 结构 发 生 塑 性 变 
形 时 的 强度 。 

本 和 草 主要 讨论 理想 弹 塑 性 材料 的 超 静 定 析 架 、 扭 转 圆 轴 、 弯 曲 梁 的 极限 载荷 问题 。 


I] 弹 塑性 变形 与 极限 载荷 法 概念 


14.1.1 弹 塑 性 变形 


本 章 以 前 研究 的 问题 是 限制 在 材料 始终 保持 在 线性 弹性 范围 内 的 ， 外 力 与 内 力 、 应 力 、 
ME, ЕЁ, 、 位 移 等 各 量 间 不 仅 成 线性 关系 ， 而 且 还 单 什 对应。 因此， 构件 或 结构 在 一 定 外 
力作 用 下 ， 必 产生 确定 的 内 力 、 应 力 、 应 变 、 变 形 与 位 移 。 这 就 是 说 ， 如 采 外 力 增 大 了 倍 ， 
其 对 应 的 内 力 、 应 力 、 应 变 、 变 形 与 位 移 也 增 大 n 信 。 这 样 ， 力 作用 的 最 终 效 果 (例如 产 
生 的 应 变 与 变形 等 ) 只 决定 于 力 的 最 终 值 ， 而 与 力作 用 的 先后 次 序 无 关 。 在 对 构件 或 结构 
进行 强度 计算 时 采用 极限 应 力 法 ， 即 对 塑性 材料 制 成 的 构件 或 结构 ， 当 其 危险 点 处 的 相当 应 
力 达 到 材料 的 屈服 点 от, 时 ， 便 认为 整个 构件 或 结构 已 处 于 极限 状态 而 不 能 继续 承受 更 大 的 
ER TaT o 

EKE, X PER ЖЕТИ D 71 ЯЕ 2 5) 27 BJ ТЕ НК ЖН ЁЛЕ 28 BJ, ТИТЕ 14-1 所 示 的 
HLE, MERRE 1-1 EERS AR BAAN ETARA ст, BJ, 便 出 现 塑性 变 
JÉ, 1н, HF 1-1 688L ЕЛ Л#%ТЕЛТИН, AARAA, BWSR, HAG A IMJ JE 
有 达到 o,， 仍 处 于 弹 形变 性 状态 。 此 时 ， 可 继续 增 大 载 集 gqg， 截 面 上 会 有 更 多 的 点 进入 塑性 
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变形 状态 ， 形 成 了 塑性 区 域 ， 梁 进入 弹 塑 性 变形 状态 。 
材料 进入 塑性 变形 状态 后 ， 应 力 己 应变 


q 
之 间 不 仅 成 非 线性 关系 ， 而 且 不 一 对 应 ， ГИГ KN 
НАННЕ тна. 一 一 
而 且 还 与 力 的 作用 历史 以 及 作用 的 先后 顺序 = 
有 关 。 这样， 使 得 塑性 变形 问题 要 比 弹 性 变 u (O| | 下、 
形 问题 复杂 得 多 。 现 以 图 14.2a 所 示 的 直 杆 2. 
MEREN | ЖЕЛ ХА -БИЖ. ZE CE KOK 
加 轴 向 拉力 F,， 使 杆 进 入 塑性 变形 状态 ， 达 到 拉 仿 图 上 的 。 点 (图 14-2b) ;然后 施加 轴 向 
压力 F,， 根 据 加 红 印 载 规律 ， 设 达到 图 上 了 点 。f 点 对 应 的 力 为 =F-F,， 对 应 的 变形 为 
A1* ， 现 在 把 加 载 次 序 颠 个 过 来 ， 先 加 压力 严 达 拉 伸 图 上 的 o* 点 (图 14-26)， 然 后 加 拉力 
F， 根 据 印 载 加 载 规律 ， 设 沿 。*0 曲线 上 升 达 到 点 е. е 点 所 对 应 的 力 昌 然 仍 为 =F,- 
F， 但 所 对 应 的 变形 却 是 不 同 于 A 的 A1**。 




















14.1.2 极限 载 信 法 


上 述 分 析 可 知 ， 对 塑性 材料 制 成 的 超 静 定 结 构 或 应 力 非 均匀 分 布 的 构件 ， 当 其 危险 点 处 
的 相当 应 力 达 到 材料 的 届 服 点 от, 时 ， 整 个 构件 或 结构 仍 能 继续 承受 更 大 的 载 集 。 这 样 ， 极 
限 应 力 法 在 此 已 无 法 分 析 构 件 或 结构 发 生 弹 塑性 变形 后 的 承载 能 力 ， 需 要 人 研究 新 的 分 析 
Tike 

如 图 14-3a PTAR АЧ И ВАЕ 2 J , +$ FF A Т ТИ #H [Н] JË PJ 2 [ЇН] — Ж} ЖИДЫ E ЭН PE Ж, 
Qa>B。 设 各 杆 均 处 于 弹 形变 形状 态 时 , 杆 1、 杆 2、 杆 3 AIDIN Fyi Fus Fugo ШИ 
分 析 得 到 ， 在 外 力 一 定时 ，FNas>FNz>FNi。 当 外 力 增 大 到 使 杆 3 屈服 时 ， 杆 3 已 进入 极限 状 
态 而 失去 承载 能 力 。 然 而 ， 由 于 杆 2 和 杆 1 尚未 届 服 ， 它 们 组 成 一 静 定 结构 ， 仍 可 承受 继续 
增 大 的 载 何 (图 14-3b)， 和 直到 杆 2 也 屈服 时 ， 该 结构 才 失 去 抵抗 变形 的 能 力 而 成 为 几何 可 
变 “ 机 构 ”( 图 14-3c)。 由 于 塑性 变形 所 形成 的 几何 可 变 机 构 ， 称 为 塑性 机 构 。 使 构件 或 结 
构 变 成 塑性 机 构 时 的 载 何 称 为 极限 载荷 。 与 塑性 机 构 相 应 的 状态 称 为 塑性 极限 状态 。 

如 采 以 塑性 极限 状态 作为 构件 或 结构 的 危险 状态 ， 并 用 F. 表示 极限 载荷 ， 那 么 相应 的 
强度 条 件 应 为 




















F<| FP J (14-1) 
[s]: 
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R (14-1) 中 ， 严 为 实际 载荷 或 工作 载荷 [F] 为 极限 载荷 F. 与 安全 因数 ”所 确定 的 许 
HRH, E 
F 


u 


[F,] = 一 (14-2) 


采用 式 (14-1) 来 计算 构件 或 结构 发 生 塑 性 变形 时 的 强度 的 方法 ， 称 为 极限 载 集 法 。 


УЗЕ) 应 力 -应 变 关系 曲线 的 简化 








材料 进入 塑性 阶段 后 ， 应 力 -应 变 天 系 变 得 复杂 起 来 ， 很 难 用 一 个 简单 的 解析 表达 式 把 
a-e 试验 曲线 精确 地 描绘 出 来 。 在 实际 的 理论 分 析 与 工程 计算 中 ， 总 是 对 应 力 - 应 变 关 系 曲 
线 进 行 某 种 简化 。 当 然 ， 如 何 进 行 稍 化 不 仅 要 考虑 材料 试验 曲线 的 形状 ， 而 且 还 要 考虑 所 研 
究 问 题 的 范围 、 性 质 己 方法 。 


14.2.1 理想 弹 塑 性 材料 





简化 后 的 应 力 -应 变 关 系 曲线 如 图 14-4a 所 
示 。 整 个 曲线 由 两 段 构 成 ， 当 应 变 e 不 超过 届 服 
WFA e, Mese 时 ,材料 呈 线 性 弹性 ， 服 从 
骨 克 定律 ，o = Es; Jora 即 届 服 阶段 ， 应 力 
保持 为 第 量 о, 而 不 变 (o=0o,)， 应 变 却 改 变 。 
此 阶段 应 变 值 已 不 受 应 力 控 制 ， 而 受 变 形 来 约 
K, Вр 











Es (e<e.) 





( 14-3) 
7. (>e) 
像 低 碳 钢 那样 有 明显 届 服 阶段 的 塑性 材料 ， ч 
均 可 简化 成 理想 弹 塑性 材料 。 图 144 


14.2.2 理想 刚 塑性 材料 


对 于 理想 弹 塑 性 材料 ， 与 塑性 变形 相 比 ， 寿 弹 形 变性 很 小 ， 可 以 忽略 ， 就 可 以 人 简化 成 理 
想 刚 塑性 材料 。 人 简化 后 的 应 力 - 应 变 关 系 曲 线 如 图 14-4b 所 示 。 
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14.2.3 线性 强化 材料 


对 于 线性 强化 材料 ， 简 化 后 的 应 力 -应变 关 系 曲线 如 图 14-4c 所 示 。 整 个 曲线 分 两 段 : 
EMNE, Bess 时， 材料 呈 线性 弹性 ， 服 从 胡 克 定律 ，o = Ее, E=tanal; ” e> e. 
时 ,材料 进入 线性 强化 阶段 ，o-o,.=Ek* (е-е). ЖФ Е“ =1апа,, ИШ 6, 
材料 的 EF” 比 弹 性 模 量 小 得 多 。 即 

Ee (ese, ) 
с = (14-4) 
Е (е-е, ) +0, (>e) 


XITA H EJE R TE О AE PERAI, птар AE R E R ТЕЛИ l o 


14.2.4 ЖА EME Н 





ҖЕ РЁ] ЖАШ ИМ l aj AE Ja ОЛУ JJ - Л ЯА Э Ж kan 4 14-44 所 示 。 应 力 -应 变 关 系 用 一 条 连 
ЖЕ JG TE BJ РЁ ЖС HI 26 47А 





o=o (2) (14-5) 


式 中 , m 是 与 材料 性 质 有 关 的 常数 ， 当 m=0， 即 为 理想 刚 塑 性 材料 ， 当 m=1， 即 为 线 弹 性 材料 。 

如 上 所 述 ， 对 材料 的 应 力 - 应 变 关 系 曲 线 采 用 哪 一 种 简化 ,不 仅 要 根据 实际 曲线 的 形状 ， 
而 且 还 要 由 问题 的 性 质 、 范 于 与 研究 方法 等 因 系 决定 。 本 章 所 涉及 的 问题 均 采 用 理想 弹 塑 性 
材料 简化。 


PE авж 











在 图 14-3 所 示 的 一 次 超 静 定 棉 架 中 ， 由 上 述 分 析 可 知 ， 当 其 中 一 根 杆 〈 多 余 约 束 的 杆 ) 
届 服 时 ， 便 变 为 静 定 杆 件 结构 。 此 时 增 大 载 倚 ， 奋 再 有 一 根 杆 屈服 ， 绪 构 便 成 为 塑性 机 构 而 
АЪТ Е В ИРЕНЕ, Т п ТАЕ ТЕ, Ш пт 根 杆 届 服 ， 该 结构 便 处 
于 塑性 极限 状态 。 

n KEEPER OKIE, ma п 个 补充 条 件 。 这 里 再 加 上 欲求 的 极限 载 傈 ， 则 共 需 要 
n+1 个 补充 条 件 。 而 当 n 次 超 静 定 检 架 处 于 塑性 极限 状态 时 ,已 届 服 的 n+t1l 根 杆 的 内 力 成 为 
已 知 (Fwy=4hio;，i=1，2,…, n+1)， 这 恰好 提供 了 了 n+l ARERI, AE, HERNE MIAR 
的 极限 载荷 可 根据 塑性 极限 状态 时 平衡 条 件 求 得 。 

ЖЛЕ TAE НУК BR R ir п] ЖИИ КРЕТ: 

1) 假定 某 n+1 根 杆 屈服 为 一 种 可 能 的 塑性 极限 状态 ， 这 样 将 有 与 此 相 适 应 的 屈服 内 力 
方向 (MIREJ). 

2) 对 该 极限 状态 列 平衡 方程 ， 计 算 未 届 服 杆 件 的 内 力 。 

3) 如 果 未 屈服 杆 件 确 未 屈服 ， 则 假定 的 塑性 极限 状态 是 真实 状态 ; 否则 ， 重 新 假定 另 
外 的 塑性 极限 状态 ， 再 重复 2) 3) Zk. 





























例 14-1 图 14-5a 所 示 的 超 静 定 结 构 ， 由 刚性 梁 BE 与 模 截 面 面 积分 别 为 41 Aan Аз 的 
ТІ, 172, 13 л, НА, =4,=4А, 4A,=24。 各 杆 的 材料 相同 ， 其 拉 、 压 届 服 点 均 为 o 
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试 求 该 结构 的 极限 载 集 F o 
解 : 是 一 次 超 静 定 结构 ， 有 两 根 杆 屈服 才能 进入 塑性 极限 状态 。 巾 于 此 结构 由 三 根 杆 组 
成 ， 故 有 三 种 可 能 的 极限 状态 。 
第 一 种 可 能 的 塑性 极限 状态 是 假设 杆 1 与 杆 2 已 届 服 , 杆 3 未 届 服 (图 14-5b)。 在 这 种 状 
A К, RA FA ERER ВЕ 绕 点 上 转动 的 趋势 , 杆 1 与 杆 2 均 为 拉力 ,其 轴 力 分 别 用 Fi、 
Fw 表示 ,可 列 平衡 方程 SM = 0 5 ХУМ, = 0, 解 出 
F! =3FV, +280, = 3: Ас, + 2 X24A0, = 7Ас, 
Кєз = 2Ёз„ + = 2 ° Ас, +24 =44o .>FN3， 
ЕЗ 的 轴 力 Ку, 超过 其 届 服 值 Fa, (= Ac.) , 故 图 14-5b 所 示 的 状态 不 可 能 出 现 。 
第 二 种 可 能 的 塑性 极限 状态 是 假设 杆 1 与 杆 3 届 服 , 杆 2 未 届 服 (图 14-5c)。 此 时 ,F” 有 
使 梁 绕 点 C 转动 的 趋势 , 杆 1 受 压 , 杆 3 受 拉 ,可 列 平衡 方程 SM。 = 0 5 УМ, = 0, 解 出 
Е" = Еу. + 2К„„ =m Ас, + 2 + Ас, = ЗАс, 
Е АЕ + Ру, = 2 • Ас, + Ас, = ЗАс, > Pus 
FF 2 的 轴 力 Кү, 超过 其 屈服 值 PN (= 240), Н 14-5с 所 示 的 状态 也 不 可 能 出 现 。 
最 后 一 种 可 能 的 塑性 极限 状态 是 设 杆 2 J FE 3 屈服 , 杆 1 未 屈服 (图 14-54). ЖЕУ, Е, 有 
使 梁 绕 点 В 转动 的 趋势 , 杆 2、 杆 3 均 受 拉 , 可 列 平衡 方程 SMs = 0 УУМ, =0, 解 出 


1 1 
— rl н шы km ы Г ыг 














1 
Fyi = > (Fuss - Fy,s)=- 0. 5AF „<Ё\, 





FF 1 ARER, WE 14-5d 所 示 为 真实 的 极限 状态 。 
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TY) 圆 轴 的 弹 塑性 扭转 ”残余 应 力 


14.4.1 极限 扭矩 





假如 切 应 力 与 切 应 变 的 关系 是 理想 弹 塑 性 的 ， 即 材料 的 т-у 曲线 如 图 14-4a 所 示 的 那 
样 ， 则 当 圆 轴 的 扭矩 了 增加 时 ， 横 截面 上 的 切 应 力 re 也 在 增 大 。 当 截面 边缘 处 的 最 大 切 应 
H т 达到 材料 的 剪 切 届 服 点 7 时， 边缘 处 各 点 首先 进入 届 服 状态 。 上 此刻， 截面 上 应 力 分 
布 如 图 14-ба Л. НЛА Ж 


7.， 则 由 贺 轴 扭转 的 应 力 公式 (6-3) 有 АР 
本 . | 








с 
S Г, 
即 T Та» _ 1 R? (14-6) 
= = — TT T = 
S 民 2 S 


当 扭 矩 继续 增加 ， 截 面 边 缘 处 应 力 
不 再 增 大 ， 而 靠近 边缘 的 各 点 应 力 在 增 
大 ， 塑 性 区 域 癌 内 延伸 ， 筱 面 就 分 成 了 
塑性 区 4, 与 弹性 区 A. 两 个 区 域 (图 
14-6b) ， 称 此 时 的 变形 为 弹 塑 性 扭转 。 
AH p, 来 表示 塑性 与 弹性 区 域 分 界 圆 六 _ 
径 ， 则 有 








2 à pi 
p э 
) roa + |z. ы = Т к 
完成 积分 ， 解 得 
ü e(a =] (T > T,) (14-7) 
TT, 
单位 长 度 扭转 角 可 由 6.2.2 中 几何 方程 式 (b) 得 到 ， 即 
аф 
Y xo 一 S dz 
故 
d 
Ta == СУ. == Gp. ° 
再 考虑 式 (14-7) ， 解 得 
一 人 (14-8) 
5, 6T \ 3 
аео) 
TT, 


式 (14-8) 就 是 圆 轴 弹 塑 忻 扭 转 的 变形 公式 。 显 然 db dx 不 应 该 为 无 穷 大 ， 因 此 ， 对 于 理 
想 弹 塑性 材料 的 圆 轴 ， 扭 矩 的 上 限 ， 即 极限 扭矩 T 应 为 
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r, = rR (14-9) 
KRAHE T = T 时 , р, =0， 横 截面 上 切 应 力 均匀 分 布 ， 均 等 于 r.( 图 14-6c) 。 
14.4.2 残余 应 力 
印 载 时 ， 横 截面 上 各 点 切 应 力 的 减少 正比 于 切 应 变 的 减少 ， 即 Ar,。 = СДУ о ЛИ 





方程 ， 印 载 后 切 应 变 的 减少 可 写成 Ay,。=pA 人 ， 则 A7,。 = СОА СО, НАТЕ 
应 力 的 减少 量 Ar 与 p REE AERE EMEUR ENAT, M 


_ATp 


Ат — 





р 


ЖП ЖЫН ЖЕ АТН RREN To, оса ЗНА 28, ВАТ = - T), ЖА 


Тор 
Ат. л 
Г, 
这 样 EN E Aa M ER E sa ЈУ JJ 
u= Тур 
Ета (О <р < p.) 
T = i I (14-10) 
XO Тр 
ы (р, ep SR) 


图 14-64 表示 了 凶 载 后 横 截面 切 应 力 的 分 布 情况 。 由 图 可 见 ， НАЕ 56 404198, {Н 
仍然 存在 应 力 ， 称 此 应 力 为 残余 切 应 力 。 


KUN рї шнш ш 


14.5.1 RIRE% 


以 图 14-7a 所 示 的 梁 为 例 ， 由 7.4 市 的 分 析 可 知 ， 当 弹性 弯曲 时 ， 模 截面 上 正 应 力 o，, = 














M 
т BARERNA. 当 最 大 应 力 达 到 届 服 点 o, 时 ， 该 处 材料 开始 届 
服 ， 相 应 的 弯 矩 值 为 届 服 弯 矩 ， 用 М, 表示 








M. = =o W, (14-11) 
i J max 


应 力 分 布 如 图 14-7b 所 示 。 此 后 ， 弯 矩 继续 增加 ， 由 于 是 理想 弹 塑 性 材料 , 已 进入 届 服 
状态 的 点 的 应 力 不 再 增 大 ; 而 附近 点 的 应 力 逐 渐 增 大 并 最 终 达 到 屈服 点 。 这 样 ЖЕЛДЩ Ж 
了 塑性 区 与 弹性 区 ， 其 应 力 分 布 如 图 14-7c 所 示 。 妆 截面 上 各 点 应 力 均 达到 o HJ (E 
14-74), ЖОЖ А ЭНЕ ЫККА, EII ШЫ ЖЛ ЕЕ, HM, 表示 。 
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a) b) 


y 
O; 
2 
z 
O; 
c) d) 
图 14-7 
1 一 弹性 区 ”2 一 塑性 区 


在 截面 上 拉 应 力 区 面积 与 压 应力 区 面积 分 别 用 4, ЯП А, 表示 ， 则 由 截面 上 轴 力 F. = 0 
可 知 














由 此 可 得 





A =A, 
上 式 表明 ， 横 和 截面 上 各 点 应 力 全 部 达到 .时 ， 以 中 性 轴 z 为 界 ， 横 帘 面 受 拉 区 面积 与 受 压 区 面 
积 相 等 。 因 此 ， 如 横 鹤 面 是 不 对 称 于 中 性 轴 的 鹤 面 (例如 T 字 形 或 站 字形 截面 ) 时 ， 中 性 轴 将 不 
通过 该 截面 的 形 心 ， 其 位 置 将 随 着 荣 曲 变形 的 进行 而 发 生变 化 。 
中 性 轴 的 位 置 确定 后 ， 则 根据 模 截 面 的 弯 矩 就 是 截面 法 向 内 力 元 系 的 合力 窍 ， 得 到 极限 
IE 














m, =| |5 oda +| |5 [о.о (5 +S.) (14-12) 
" A А, 


IA (14-12) F, S 5 S. 分 别 代 表 受 拉 区 与 受 压 区 面积 对 中 性 轴 的 静 矩 ， 并 均 取 正 值 。 比 较 式 
(14-11) 与 式 (14-12), ， 得 














М. 8 +8, 
М. I W, 
A y 
S. TS, 
J= 2 (14-13) 
则 
М. = /M. =/W,o., (14-14) 


由 式 (14-14) IL, 1Х РАН EEREN ЖС 
面 形状 有 关 ， 称 为 形状 系数 ， 可 用 式 (14-13) 计算 得 到 。 
例如 ， 图 14-8 所 示 的 矩形 截面 ， 有 
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h 
Se 25, 2 4 3 
f= W wv bh? 2 


Врх ЖЖ ЗЕ, HIRS kE ӘЛИ ЗЕН) 1.5 f. 
14.5.2 |+ 


以 图 14-9a гл BJ i] x< БАЙ, ве ТЕ REH Н ПАВ ЗТД РАН ЛИ 
ДП 31] ВЕ ЖЕН, ARR Е а У A ЛКК, ВАТА 2 E А йр УН PERJE (1 14-9a 
中 阴影 区 ) НТ, AEREA UR Бева 2845 поке В З АЕ М. , A8 E A h ЕЕ FE X 
去 抵抗 弯曲 变形 的 能 力 ( 图 14-9) , ХАР TA PERJE WJ БИН)“ ВЕ” РКО 2E E Ç 

РК ВРЕ ИЕ, Ш 4838 E ОЛЕ ЖИР E БЕ, ЖЕН В — Н РЕС, ИШЛЕРИ Y 
塑性 机 构 。 











a) b) 


@ = 


14-1 faj k ЕЯ BJ 264 ХУ АИ 27 А7 14-1 图 所 示 。BD 为 刚性 杆 ; РНТ АВ, AC 的 截面 面积 均 为 
4， 且 材料 也 相同 。 大 材料 的 屈服 点 为 r.， 试 求 该 起 重 机 架 所 能 承受 的 极限 载 谷 F. 

14-2 杆 件 结构 如 习题 14-2 图 所 示 , 杆 1、 杆 2、 杆 3 的 横 和 截面 面积 均 为 4， 材料 均 相 同 。 大 材料 拉 、 
压 时 的 屈服 点 均 为 o, ОКА F. 











习题 ”14-1 图 习题 14-2 图 








14-3 ”由 三 根 截面 面积 为 4=1.S$em2 的 钢 杆 组 成 的 结构 如 习题 14-3 图 所 示 。 已 知 三 根 杆 的 材料 相同 ， 
E=210GPa, с, =360MPa, l= lm，a=45°。 试 求 该 结构 的 极限 载 集 Ff,， 并 画 出 点 p 的 位 移 与 外 力 Е (АЈА 
系 曲 线 。 

14-4 ”两 端 固定 横 截 面 面 积 为 4 的 等 截面 杆 AC 如 习题 14-4 图 所 示 ， 在 截面 B КЗ Е (ЕН. 
若 材 料 拉 、 压 时 的 届 服 点 均 为 o.， 试 求 极限 载 苟 f,， 并 绘制 截面 B 的 轴 向 位 移 6 与 载荷 F 间 的 关系 曲线 。 
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a b 





习题 14-3 图 习题 14-4 图 
14-5 一 刚性 水 平 杆 由 三 根 拉 杆 悬 吊 ， 如 习题 14-5 图 所 示 。 已 知 拉杆 为 钢 杆 ,，E=210GPa,， с, = 
240MPa，!1=0.Sm，c=0.3m，4=2cm-。 若 取 安 全 因数 mn=2.0， 试 按 极 限 载荷 法 确定 该 结构 的 许可 载 符 。 
14-6 两 等 长 的 圆 简 套 在 一 起 如 习题 14-6 图 所 示 。 内 简 材 料 为 铝 镁 合金 ，o, = 190МРа, E =68GPa; 
УМУ, с. = 240МРа, Е, =200CPa。 载 向 已 通过 一 刚性 平板 作用 在 两 筒 上 。 大 选取 的 安全 因数 ”= 2.0， 
试 按 极 限 载荷 法 确定 该 结构 的 许可 载体 。 








习题 14-5 图 习题 14-6 图 





14-7 习题 14-7 图 所 示 变 截面 杆 两 端 固定 ， 试 由 极限 载荷 法 计算 下 的 允许 值 。 已 知 各 段 杆 的 横 截 面 面 
积分 别 为 41=200mm”，4,=100mm”，A;=200mm”， 材料 的 届 服 点 o.=300MPa， 安 全 因数 n=3.0。 

14-8 ”实心 圆 轴 直径 4=60mm， 空 心 圆 轴 内 、 外 径 分 别 为 dy=40mm、D。,=80mm。 奋 材料 的 前 切 届 服 点 
7T.= 160MPa， 试 求 两 轴 的 极限 扭矩 。 

14-9 推导 空心 圆 轴 扭 转 的 极限 扭矩 公式 。 设 其 内 、 外 半径 分 别 为 ”>、 尺 ， 理 想 弹 塑性 材料 的 剪 切 屈服 

14-10 试 求 空 心 圆 截面 杆 的 极限 扭矩 与 屈服 扭矩 之 比 。 设 其 内 、 外 直径 分 别 为 4、 刀 ， 理 想 弹 塑性 材 
ЗЕН) ЈА ЛЕ 0 т, 

14-11 л, БШ, A, I ENIAN d=20mm. D=40mm, ЯА ЖЗ PE $ ELB УУ H JE 
服 点 r.=100MPa， 切 变 模 量 G= 80GPa。 试 问 当 扭矩 为 何 值 时 ， 最 大 切 应 变 y = 0. 002. 

14-12 ”两 端 固定 的 圆 轴承 受 扭转 力 偶 窍 М, 作用 ， 如 习题 14-12 图 所 示 , ЕЯ а= 40mm， 剪 切 屈 
服 点 z. = 100MPa， 试 求 М, 的 极限 值 M... 








习题 14-7 图 习题 14-12 图 








第 15 É 
疫 萎 与 断裂 


除去 .6 和 9.6 两 节 外 ， 本 章 之 前 讨论 的 都 是 构件 承受 静 载 荷 时 的 问题 。 然 而 ， 在 工程 
实际 中 ， 大 量 的 构件 是 在 交 变 应 力作 用 下 工作 的 ， 将 发 生 疲 劳 破 坏 。 疲 劳 分 析 在 工程 设计 中 
占有 重要 地 位 。 

疲劳 强度 分 析 是 一 个 热点 的 研究 领域 ， 已 从 经 典 的 无 限 寿命 设计 发 展 到 有 限 寿命 设计 和 
可 靠 性 分 析 。 累 积 损伤 观念 为 现代 工程 设计 注入 了 新 思想 和 新 方法 ， 损 伤 理 论 已 成 为 一 门 新 
的 学 科 ， 它 为 解决 疲劳 寿命 问题 提供 了 重要 理论 基础 与 工程 计算 方法 。 

本 章 主 要 讨论 构件 在 交 变 应 力作 用 下 的 强度 与 强度 计算 ， 介 绍 带 有 有 裂纹 构件 的 断裂 力学 
行为 、 有 裂纹 的 扩展 与 构件 的 疲劳 寿命 估算 。 





ШЕ] 交 变 应 力 及 其 描述 


15.1.1 交 变 应 力 





图 15-la 所 示 的 匀速 转动 圆 轴 ， 虽 然 夭 受 固 定 不 变 的 车 矩 的 作用 ， 但 由 于 表面 上 任 一 
МА 在 轴 转 动 过 程 中 ， 将 周而复始 地 依次 通过 TT、 全 、 м 4 M | 
Ш. ү, BUKA SINO Н КЕЛ, Ж, (СОЛ) ©)" 
最 大 拉 应 力 、 零 的 次 序 周而复始 地 连续 变化 ， 如 图 15-1b HI 
所 未 。 

图 15-2a 所 示 的 齿轮 副 ， 观 察 其 中 一 个 齿 可 以 发 现 ， 

该 齿 参 与 路 合 驶 承载 ， 和 否则 就 不 承载 。 由 于 该 齿 承 受 着 l ; 
随时 间 循 环 变化 的 载荷 ， 因 而 齿 根 上 任 一 点 4 的 芍 曲 正 

应 力也 随时 间作 如 图 15-2b 所 示 的 循环 变化 。 像 这 样 随 b) 

时 间 而 循环 变化 的 应 力 称 为 交 变 应 力 。 交 变 应 力 随时 间 图 15-1 

变化 的 历程 称 为 应 力 谱 。 

ЖЕ 15-1b 与 图 15-2b 所 示 的 交 变 应 力 ， 应 力 变 化 幅度 为 常 值 ， 称 为 等 幅 交 变 应 力 。 奢 
应 力 变 化 幅度 也 是 周期 性 变化 的 (图 15-3a) ， 或 应 力 变化 幅度 具有 偶然 性 (图 15-3b) ， 称 
为 变 幅 交 变 应 力 。 图 15-3b 所 示 的 交 变 应 力也 称 随 机 交 变 应 力 。 

工程 中 承受 交 变 应 力 的 构件 很 多 ， 例 如 各 类 机 械 中 的 传动 轴 、 齿 轮 ， 飞 机 与 航天 融 的 零 
部 件 、 运 输 机 械 的 零 部 件 等 。 














15.1.2 交 变 应 力 的 描述 ЕЛ 





图 15-4 所 示 的 交 变 应 力 ， 用 $ 代表 广义 应 力 ， 即 它 可 以 是 正 应 力 ， 也 可 以 是 切 应 力 ， 
并 用 下 列 名 词 术语 来 摘 述 应 力 随时 间 变 化 的 特征 。 

(1) EJEA 应力 值 每 重复 变化 一 次 成 为 一 
个 循环 。 例 如 ， 应 力 从 最 大 值 变 到 最 小 值 ， 再 变 到 
下 一 个 最 大 值 。 

(2) 循环 次 数 ”应力 重复 变化 的 次 数 ， 用 N 
表 不 。 

(3) 最 大 应 力 ” 应力 循环 中 的 最 大 值 ， 用 Saa 
表 不 。 

(4) 最 小 应 力 ” 应力 循 环 中 的 最 小 值 ， 用 5,;, 表示 。 

(5) 平均 应 力 ” 最 大 应 力 与 最 小 值 的 平均 值 ， 用 5, 7л, BE 








1 
Sm = (За +) (15-1) 


(6) 应 力 幅 值 “应 力 变化 幅度 的 均值 ， 用 5, 表示 ， 即 


— 


S, == Sme Smin) (15-2) 

这 样 
ass bs (15-3) 
Si = Om = (15-4) 


(7) 循环 特征 ”最 小 应 力 与 最 大 应 力 的 比值 ,用 ~ 表示 ， 即 
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Шш 
1 








Š min 
S (H| Smin |< |5, PT) 
ке j (15-5) 
> е 
S (H | Smin | F | Sma | 时 ) 


15.1.3 几 种 典型 的 交 变 应 力 


(1) 对 称 循环 的 交 变 应 力图 15-5 所 示 的 交 变 应 力 为 对 称 循环 的 交 变 应 力 。 其 特点 是 : 
Sam U; ао Е 


г=-1, S... = —Š 


max min » 





ж г=0, Saal 5 =5 = S 





图 15-6 
(3) FMI 图 15-7 所 示 的 为 静 应 力 ， 可 视 为 应 


S 
力 幅 值 为 去 的 特殊 交 变 应 力 。 其 特点 是 : г=1, Susa" 
быш 295 9 = 00 
除 图 15-5 所 示 的 对 称 循环 的 交 变 应 力 外 ， 其 他 均 
为 非 对 称 循环 交 变 应 力 ， 且 其 循环 特征 7 均 在 -1 与 +1 ° i 
间 变 化 。 图 15-7 


ЕРИ 疲劳 的 概念 与 材料 的 疲劳 极限 


15.2.1 疲劳 





构件 在 受到 交 变 应 力作 用 时 的 失效 ， 称 为 疲劳 失效 ， 人 简称 疲劳 。 这 是 构件 强度 失效 的 为 
一 种 形式 。 大 量 工程 实践 与 试验 结果 表明 ， 构 件 疲 筋 与 在 静 应 力作 用 下 的 失效 决然 不 同 ， 有 
以 下 四 个 明显 特征 : 

1) 失效 时 的 和 名义 应 力 值 远 小 于 材料 的 静 强 度 指标 (о, nk сь, T. PX ть) 
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2) 构件 需要 经 历 一 定 次 数 的 应 力 循环 后 才 发 生 失 效 ， 即 失效 有 一 个 过 程 。 

3) 失效 是 脆性 断裂 ， 没有 明显 的 塑性 变形 。 即 使 塑性 很 好 的 材料 ， 也 是 如 此 。 

4) 构件 的 同一 个 失效 断面 ， 明 显 划 分 成 光 腕 区 域 与 颗粒 状 的 粗粮 区 域 (图 15-8) 。 

最 初 ， 人 们 认为 疲 秀 现 象 的 出 现 ， AANE ЛАГ ВИ Т МДЕ E 
力 长 期 作用 下 ,“ 纤 维 状 结构 ”的 塑性 材料 变 成 “颗粒 
状 绪 构 ” 的 脆性 材料 ， 因 而 导致 脆 断 。 近 代 ， 金 相 显 微 
镜 观 察 结 宁 表 明 ， 疲 筋 失效 构件 的 金属 结构 并 没有 发 生 
变化 ， 因 而 这 种 解释 是 不 正确 的 。 

较 早 的 经 典 理论 认为 ,金属 零件 表面 处 的 菏 些 唱 粒 
经 过 一 定 次 数 应 力 循环 之 后 ， 帅 格 发 生 藤 切 与 消 移 ， 了 逐 
渐 形 成 滑 移 珊 。 随 春 应 力 循环 的 继续 ， 滑 移 市 变 宽 并 不 
靳 延伸 而 形成 微 裂 纹 源 ; 或 请 移 市 在 零件 表面 堆积 成 切 
口 状 的 上 是 起 与 四 隐 而 形成 微 错 纹 源 。 为 外 ， 构 件 外 形 突 
变 (ША. ШИ, Ж) 以 及 材料 中 的 缺陷 (如 


ж š E £ $ і Ыз 
Ке. A 8; Аё 3 
зый Б; я А + W 
人 „Ж му, w" 
i. "a зы Ж, ё 











图 15-8 
1 一 微 裂纹 源 ”2 一 光亮 区 域 
砂 眼 、 缩 孔 等 ) 处 应 力 集中 ， 也 是 微 裂纹 的 发 源 地 。 近 ns. . 
代 ， 断 裂 力学 的 理论 认为 ， 微 裂纹 源 是 由 于 位 错 运动 引 x 
起 的 。 金 属 原子 晶 格 的 某 些 空 穴 、 缺 陷 或 错位 ， 称 之 为 位 错 。 微 观 尺度 的 塑性 变形 就 能 引起 [ШШШ 





位 错 在 原子 品格 间 的 运动 ， 位 错 积聚 在 一 起 , EEN SMARA, MRAR, ORJE A M 
询 纹 。 宏 观 裂 纹 在 交 变 应 力作 用 下 继续 扩展 ， 人 致使 构件 有 效 截 面 逐 渐 减 小 ， 最 终 ， 经 过 一 害 
次 数 应 力 循环 后 ， 在 较 低 的 应 力 水 平 下 脆 断 ， 造 成 断面 的 颗粒 状 粗 糙 区 域 。 由 于 应 力 是 交 变 





的 ， 有 裂纹 在 扩展 过 程 中 表面 相互 挤 压 与 研 层 ， 致 使 扩展 区 域 成 光亮 状 。 图 15-8 为 一 典型 的 
疫 天 断面 照片 。 








以 上 的 解释 是 十 分 粗浅 的 ， 右 要 深入 了 解 疫 萎 的 原因 及 过 程 ， 请 参阅 有 头 专 车 。 
15.2.2 材料 的 疲劳 极限 与 应 力 -寿命 曲线 


疲劳 失效 时 的 最 大 应 力 远 低 于 静 载 下 材料 的 屈服 点 或 强度 极限 ， 因 而 屈服 点 或 强度 极限 
已 不 能 作为 交 变 应 力 下 的 强度 指标 ， 需 专门 测定 金属 的 疲劳 强度 指标 。 疲 芳 试 验 表明 ， 在 同 
一 循环 特征 7 的 交 变 应 力 下 ， 人 循环 次 数 NN 随 交 变 应 力 的 最 大 应 力 S，, 的 减 小 而 增 大 ， 当 S... 
减 小 到 某 一 数值 时 ， 趋 于 无 限 大 。 材 料 经 历 无 限 次 应 力 循 环 而 不 疲劳 失效 时 的 交 变 应 力 中 
的 最 大 应 力 ， 称 为 材料 的 疲劳 极限 ， 或 称 持 久 极限 。 

材料 的 疲 盘 极限 是 材料 本 号 所 固有 的 性 质 ， 同 时 又 因 循 环 特 征 r+、 试 件 变形 的 形式 、 试 
件 的 几何 形状 与 尺寸 大 小 ， 以 及 材料 所 处 的 环境 等 不 同 而 不 同 ， 均 需 分 别 根据 不 同情 况 进 行 
疲劳 试验 测定 。 材 料 的 疲劳 极限 用 S 表示 ， 即 意味 着 对 称 循环 下 的 S, 是 S. |,， 脉 动 循 环 下 
的 5S, 是 S,， 依 此 类 推 。 

进行 材料 的 疫 芳 试验 时 ， 首 先 要 制备 徊 干 根 光 滑 小 试 件 〈 几 15-9a)， 然 后 装 夹 到 疲劳 
试验 机 上 进行 疲劳 试验 。 图 15-9b 所 示 是 对 称 循环 花 曲 变形 疲劳 试验 机 的 示意 岁 。 将 试 件 分 
成 奢 干 组 ， 调 整 供 码 ， 使 每 组 试 件 承 受 同 一 载 何 ， 各 组 承受 的 载 傈 由 高 到 低 ， 即 应 力 水 平 由 
高 到 低 。 计 数 右 会 记录 下 第 i 组 第 j 根 试 件 承 受 某 一 最 大 应 力 9 而 发 生 疫 盘 失效 时 的 旋转 
周 数 ， 即 应 力 循环 次 数 N,，( 又 称 寿 命 )。 每 根 试 件 的 试验 数据 Su 与 W 在 S-N 坐标 系 中 对 














[=] 
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应 一 个 点 ， 将 所 有 的 试验 点 作 数 据 处 理 后 ， 会 得 到 如 图 15-10 所 示 的 曲线 ， 称 为 应 力 -寿命 


曲线 ， faj PK S-N 曲线 。 


光滑 小 试 件 电动 机 





a) 


S-N 曲线 上 任 一 点 4 的 纵 、 横 坐标 分 别 用 Bina 
8 ах Ах Ма 表示 ， 这 表明 在 交 变 应 力 的 最 大 应 力 为 
S. 4 时 ， 试 件 疲劳 失效 前 所 经 历 的 应 力 循 环 次 数 。 к, x 
УМ, WA, №, 是 最 大 应 力 为 S .4 时 的 有 限 
疲劳 寿命 ;而 称 Sna 4 是 有 限 疲劳 奉命 为 Ni 时 材料 S- 
的 条 件 疲劳 极限 。 О 

图 15-10 所 示 的 S-N 曲线 有 一 条 水 平 渐 近 线 ， 

该 渐 近 线 的 纵 坐 标 用 5S_| 表示 ， 即 为 材料 对 称 循环 
下 的 疲劳 极限 。 

要 “经 历 无 限 次 应 力 循环 ”， 这 个 试验 是 无 法 实现 的 。 实 际 上 人 为 地 规定 一 个 循环 基数 
Му, BAJ No 次 应 力 循环 而 不 失效 ， 即 认为 已 满足 了 “经 历 无 限 次 应 力 循环 ”这 一 条 件 。 
对 于 S-N 曲线 有 水 平 渐 近 线 的 材料 ， 如 结构 钢 等 ，N = 10°; 而 对 于 像 铝 合金 等 无 水 平 渐 近 
线 的 材料 ，Nuo=10 。 

试验 发 现 ， 钢 材 的 疲劳 极限 与 其 强度 极限 o 之 间 有 如 下 关系 : 

弯曲 变形 : o ~ (0.4-0. 5) с. 

拉 压 变形 : o_| 二 (0.33~0.59)o,。 

扭转 变形 : r 二 (0.23~0.29)o,。 


ИЕ 影响 疲劳 极限 的 主要 因素 

















用 光滑 小 试 件 测 得 的 疫 画 极限 是 材料 的 疫 荔 极限 。 但 由 于 构件 的 外 形 结构 、 帘 面 矿 才 以 及 
加 工 方式 等 各 式 各 样 ， 完 全 不 同 于 光滑 小 试 件 ， 这 样 ， 构 件 的 疲 秀 极限 也 不 同 于 材料 的 疲劳 极 
限 ， 它 不 仪 与 材料 性 质 有 关 ， 而 且 还 与 构件 的 外 形 结构 、 截 面 尺 寸 以 及 加 工 方 式 等 因素 有 天。 





15.3.1 应 力 集中 对 疲劳 极限 的 影响 


在 5.3 市 中 已 知 ,， 构件 截面 尺寸 突变 处 (WIE, АТ. RAT) 存在 应 力 集中 。 应 
力 集中 促使 裂纹 形成 与 扩展 ， 因 而 ， 应 力 集 中 将 使 疲 筋 极限 明显 降低 。 应 力 集中 的 程度 ， 可 
以 用 理论 应 力 集 中 因数 捅 述 。 工 程 中 , 已 将 各 种 情况 下 的 理论 应 力 集中 因数 编 成 手册 ， 图 
zE 
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15-11а~ K| 15-11k 所 示 就 是 从 中 市 选 的 部 分 图 表 。 图 中 ，K, 为 理论 应 力 集中 因数 ， 对 于 正 应 


JJ, КК; 对 于 切 应 力 ， 人 大, 一人， о 
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图 15-11 
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图 15-11 (2%) 


理论 应 力 集 中 因数 只 考虑 了 构件 外 形 结 构 
的 影响 ， 没 有 考虑 材料 对 应 力 集 中 的 敏感 性 。 
这 就 是 说 ， 用 不 同 材料 加 工 成 形状 、 玉 寸 相同 
的 构件 ， 则 这 些 构 件 的 理论 应 力 集中 因数 是 相 
同 的 。 因 而 ,根据 理论 应 力 集中 因数 不 能 直接 
确定 应 力 集中 对 疲劳 极限 的 有 影响 程度 。 工 程 中 ， 
应 力 集 中 对 疲 攻 极限 的 影响 程度 用 有 效应 力 集 
中 因数 K 表示 ， 它 是 在 材料 、 尺 寸 、 加 载 条 件 
均 相 同 的 前 提 下 ， 光 滑 小 试 件 与 有 应 力 集中 小 
试 件 疲 旁 极限 的 比值 ， 即 
9 
КИР 
式 (15-6) F, SÆR WEFR; (51) 
Гаја рае: [=] 
258 
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是 有 应 力 集中 小 试 件 的 疲 委 极限 。 可 查 相 应 的 手册 获得 有 效应 力 集中 因数 K, (从 上 略 )。 
ш 


这 里 介绍 计算 有 效应 力 集中 因数 的 一 个 经 验 公 式 ， 即 
K,=1+q(K,-1) ( 15-7a) 
式 (15-7a) 对 于 正 应 力 与 切 应 力 均 成 立 ， 对 于 正 应 力 ， 可 写成 
Ki,=1+tq(K,, -1) ( 15-7b) 
对 于 切 应 力 ， 可 与 成 
K, = 1+q(K, -1) (15-7c) 





式 (15-7а-с) F, ч 为 材料 对 切口 的 敏感 因数 ， 对 于 钢材 可 由 图 15-12 中 的 曲线 查 得 。 当 
缺口 半径 R>4. 0mm 时 ， 可 采用 外 推 法 , j# R=4.0mm 处 曲线 的 切线 作为 该 曲线 的 延长 Ж 
出 9g 值 。 若 外 推 后 得 到 q>1.0 的 结果 时 ， 取 7=1.0。 Oa 









15.3.2 构件 尺寸 对 疲劳 极限 的 影响 T 
弯曲 与 扭转 试验 表明 ， 疫 劳 极限 随 试 件 横 截 面 尺 26 = 


寸 增 大 而 减 小 。 引 起 这 一 现象 的 原因 ， 可 用 图 15-13 人 
中 所 示 的 两 根 直 径 不 同 的 试 件 来 说 明 。 图 15-13 中 ， 图 15-13 
在 最 大 弯曲 正 应 力 с, 相同 的 条 件 下 ， 大 试 件 处 于 高 应 力 区 的 材料 多 于 小 试 件 。 这 样 ， 大 试 
件 出 现 裂纹 的 可 能 性 要 大 于 小 试 件 ， 疲 劳 极限 就 要 低 于 小 试 件 。 

矿 才 对 疫 荔 极限 的 影响 程度 用 尺寸 因数 e. 来 描述 ， 即 




















15-8 

шн (15-8a) 
式 (15-8a) P, (5_,), 为 光滑 大 试 件 的 疲 荔 极限 。 
(0_1)4 

对 于 正 应 力 Eo 5=— (15-8b) 
(7T_1)4 

对 于 切 应 力 = (15-8c) 


钢材 的 尺寸 因数 可 由 图 15-14 查 得 。 
15.3.3 表面 加 工 质量 对 疲劳 极限 的 影响 

机 械 加 工会 给 构件 表面 留 下 刀 痕 、 控 伤 等 各 种 缺 聊 ， 由 此 造成 应 力 集 中 。 对 构件 作 渗 
须 、 渗 碳 、 尝 火 等 表面 处 理 ， 会 提高 表面 层 材料 的 强度 。 一 般 情 况 下 ， 最 大 应 力 出 现在 构件 


表面 屋 ， 这 样 ， 构 件 表面 加 工 质 量 将 影响 疲劳 极限 。 加 工 质 量 对 疲 筋 极限 影响 程度 用 表面 质 
量 因数 6 表示 ， 即 














051) 
Есту 


(15-9) 








AP, (Sa) 为 有 别 于 光滑 小 试 件 加 工 EMME) ЭРЕ. ЖШ иы NAO AA < 
手册 得 到 。 几 种 表面 加 工 的 表面 质量 因数 如 图 15-15 所 示 。 由 图 可 见 ， 表面 加 工 质量 越 低 ， 
对 疲 雳 极限 降低 得 越 多 ; 材料 的 静 强 度 越 高 ， 加 工 质量 对 疲 荔 极限 影响 得 越 显 车 。 
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É 15-14 1 一 抛光 ”2 一 磨 前 ”3 一 精 车 


4 一 粗 车 5 一 锻造 


15.3.4 其 他 因素 对 疲劳 极限 的 影响 


J 构件 所 处 的 周围 环境 (如 温度 、 腐 他 人 性 与 放射 性 介质 等 ) 、 极 端 环境 (如 太空 ) її 
载 频 率 等 因素 均 对 疲劳 极限 有 影响 。 其 影响 程度 亦 可 通过 疲劳 试验 用 相应 的 影响 因数 
表示 。 


0 疲劳 强度 计算 





15.4.1 对 称 循环 下 构件 的 疲劳 强度 条 件 








将 15. 3 节 中 所 述 的 各 种 影响 因素 综合 起 来 ， 得 到 构件 的 疲劳 极限 ， 用 S 1 表示 ， 即 





s = b. (15-10) 





式 (15-10) P, S ÆA IRR RR. FF DJE 4 ER 2 RJ PFE 8 280 71 F BJ 2 R ВЕ 
为 安全 起 见 ， 选 取 适 当 的 许 用 疲劳 安全 因数 [ns] (221), ， 得 到 许 用 应 力 


ú 52, eb 


[S] = $a (15-11) 








这 样 ， 可 建立 疲 筋 强度 条 件 如 下 





S, (15-12) 





式 (15-12) P, Sna EX REEE y JJ BJ Be КЛУ JJ 8. УТЕ НЕ, E (15-12) 
表 不 为 安全 因数 形式 ， 即 
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89, eb 
h = ы i (15-13a) 


ma 








式 (15-13a) F, п, 为 安全 因数 ，5 仍 为 广义 应 力 。 
对 于 交 变 正 应 力 ， 式 (15-13a) 写成 











n= = 三 [Pr (15-13b) 


对 于 交 变 切 应 力 ,， 式 (15-13a) 写成 








n. = = 三 [Pr (15-13c) 


15.4.2 非 对 称 循环 下 构件 的 疲劳 强度 条 件 


JEXJ PA S F ELB) BR S, 也 由 疲劳 试验 测定 ,根据 材料 在 各 种 应 力 循环 特征 


пе п] + 91] ВР BJ 91 K А R Ж ЭУ ОТИТ И, FA Е ЕО ДЈ $ Bh Ж Un] 
因素 ， 得 到 非 对 称 循环 交 变 应 力 下 构件 的 疫 画 强度 条 件 











= 5-14 
=> 1 РА 
п Ko [n] ( a) 
O, +O nYo 
„Ө 
Tj 
n. = 三 [Pr (15-14b) 
Т, +т 05 





20 (15-14а) 与 式 (15-14) Ф, ж PAER “m”. “а” ПУЛУ ЛЛУ ЫР SE А АЁО УУ 
MAHSI. K. е. 82) Е ИЗ N FERRIER BI, KTAS, ж 
面 质量 因数 。 由 式 中 可 见 ， 应 力 集中 、 斥 才 、 表 面 质量 等 因 系 只 对 应 力 幅 值 有 影响 。yv 与 
p, 反映 材料 对 于 应 力 循环 非 对 称 性 的 敏感 程度 ， 是 敏感 因数 ， 用 下 式 表示 

















Ш. = (15-15а) 


о 





p = (15-15b) 


70 


式 中 , 带 下 角 标 “0” 的 应 力 表 示 脉 动 循 环 下 材料 的 疫 务 极限 。yY。 jj p. 亦 可 从 相关 手册 中 
#18, 





15.4.3 ” 弯 扭 复合 交 变 应 力 下 构件 的 疲劳 强度 条 件 





交 变 
对 于 毅 强 度 ， 按 照 最 大 切 应 力 理论 ， 从 扭 复合 加 载 时 的 强度 条 件 为 





[п]; 
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Тыл a 
Сз = о +4т < — (а) 
n 





AF, o, r 为 构件 同一 个 危险 点 处 应 力 ， 为 最 大 应 力 。 将 式 (а) 两 端 平方 后 同 除 以 ol, 


O, У У 
再 注意 人 W (а) ZX 





(b) 








式 (b) +F, KE o/o, т„/т ЧАЈА Ч Т2 Н. MiK Н А В Н) 26 4 Ч, Ma 
ЖЇН no, п, 来 表示 ， 则 式 (b) 变 为 

1 

Е 2 (с) 
试验 表明 , 式 (с) 可 推广 应 用 到 承受 要 扭 复 合 交 变 应 力 构 件 的 强度 计算 中 。 此 时 ， 


nr n, 分 别 是 构件 单独 承受 荆 曲 交 变 应 力 或 扭转 交 变 应 力 时 的 安全 因数 ， 可 用 前 面相 应 的 
公式 计算 得 到 。 于 是 可 以 得 到 弯 扭 复合 交 变 应 力 下 构件 的 疲 邯 强度 条 件 








n n. 


n = 2 | п,] (15-16) 


Doa? 
notni 


式 (15-16) 中 ，mu;* 和 是 要 扭 复合 交 变 应 力 下 构件 的 安全 因数 。 

















例 15-1 15-16 所 示 的 阶梯 形 传动 轴 ， 刀 =7Smnm ， 


d=50mm， 承 受 弯 矩 M=314N + m 作用 ， 表 面 精 车 加 工 。 
材料 为 钢 ， 强 度 极限 o, = 400МРа, 疲劳 极限 o = 
250МРа„ 大 [mw]=1.5， 试 校 核 该 轴 的 疲劳 强度 。 

解 : 轴 转 动 时 各 点 受 对 称 循环 交 变 应 力作 用 ， 先 确 











定 人 危险 点 的 最 大 工作 应 力 图 。15-16 
M М 314 
O na = = m= —–ҶЧМЄСЧ6ҶД = 
W то» B apa | 25. 6MPa 
32 32 





H D/d=1.5, R/d=0.07, МИ 15-11b 中 查 得 理论 应 力 集中 因数 及 =1. 9, 
由 过 渡 圆 角 半 径 尺 =3.Smm 和 强度 极限 o,=400MPa， 从 图 15-12 中 查 得 对 缺口 敏感 因数 
gq=0.79。 得 有 效应 力 集中 因数 


К =1+4(К,,-1)= 1+0.79(1.9-1) =1.71„ 





由 轴 径 D=75mm， 查 图 15-14， 得 尺寸 因数 e =0.74。 
AR| 15-15, ， 得 表面 质量 因数 B=0.96。 计 算 安 全 因数 





262 pr. 


第 15+ 





_ „бу 0.74x0.96x250 
”Ko 1.71х25.6 


fo“ тах 

Y N AE ЭРО Рё ЖЕ fF Ç 

| 15-2 15-17 所 示 为 盘 式 抛光 机 转轴 ， 精 车 加 工 。 材料 为 合金 钢 ， 强 度 极限 o, = 
1200MPa， 疲 劳 极限 o_,=360MPa, с, = 655МРа, т_,=162МРа,‚, 76=308MPa。 工 作 时 工件 作 
用 处 到 盘 心 距离 а= 100mm， 产 生 的 脉动 循环 译 擦 平衡 扭矩 T=12N : m， 工 件 对 盘面 的 压力 
Е; =2003, # [w]=2.0， 试 校 核 该 轴 的 疲劳 强度 。 

解 : (1) 计算 转轴 承受 的 外 力 及 应 力 

轴 受 到 脉动 循环 扭矩 7T=12N + т, Ж peci 120N 。 


G 





=4.06>[n,] =1. 5 


n 





HS 21] Н 





М =,/(F,1)?+(F a)? =/(120x0.05)2+(200x0.1)2 N-m 


=20.9N . m 


9 








min 


T T | 16х12 


| Pa=14. 93MPa, т. =0 


т 石 X163X10-? 


__ а 
16 


1 
їй г=0, т. =т Ta шш Мр 
弯曲 正 应 力 可 视 为 非 对 称 循环 


M Ё, 32M | 32x20.9 4x200 | 
у А nd та. 





Tx162x10 ” япх162х10% 





M Fi 32M A 32х20. 9 4x200 | 


mi W A ET 


max | 


> 


因 为 | С nin 
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О лах 51 
故 = = 一 一 二 -0. 96 
"ow 53 
1 1 
0-69 tO min) = 7651—53) МРа= -1МРа 
1 1 
Соот 5 МЕОИ 





(2) 确定 各 影响 因数 

由 R/d=3/16=0.19, D/d=20/16= 1.25 

AK 15-11), ЖК, =1.20; 查 图 15-11a, ЕК, = 1.49; 查 图 15-12， 得 q=0.96, 
K, = 1+q(K,-1)= 1+0. 96х(1. 20-1) ==1.19 
K, =1+4(К,,-1)= 1+0.96x(1.49-1) = 1.47 

AR| 15-14, 得 尺寸 因数 e. ==. = 0. 84 

查 图 15-15， 得 表面 质量 因数 6=0. 87 


20_1-0o 2x360-655 
确定 敏感 因数 y= 一 一 = 0.1 








To 655 
7 _2Т-1-70_2х162-308_ os 
ú To 308 i 
(3) 计算 安全 因数 
С _ 360 
n, = = =3. 44 
Ке 52х к +(—1)х0.1 
Á zp О" 0. 84x0. 87 | 
Ti 162 
ые o aa a 
a 7. 47x ` +7. 47x0. 05 
Tag p r 0. 84x0. 87 


Ngh, 3. 44х12. 92 
п = = = 3. 32>[ п] =2. 0 


2+2 „3. 442 +12, 922 





满足 疲 荔 强度 条 件 。 
ЕТИ: 变 幅 交 变 应 力 下 构件 的 疲劳 强度 计算 


前 面 所 述 的 均 是 等 幅 交 变 应 力 下 构件 的 疲劳 强度 问题 ， 现 在 开始 研究 变 幅 交 变 应 力 下 构 
件 的 疲劳 问题 。 


15.5.1 变 幅 交 变 应 力 








变 幅 交 变 应 力 是 指 其 应 力 幅 值 或 平均 应 力 不 为 肖 值 (图 15-3а)„ 7% E EB РН F T 
驶 、 飞 机 承受 不 稳定 气流 作用 、 轮 船 承受 海浪 冲击 每 ， 均 吓 变 幅 交 变 应 力 的 例子 。 

变 幅 交 变 应 力 谱 可 以 简化 成 分 级 等 幅 区 变 应 力 谱 ， 并 可 分 成 两 类 : 图 15-18a 所 示 的 交 变 
应 力 ， 其 平均 应 力 为 零 ， 称 为 变 幅 对 称 循环 交 变 应 力 ; 而 图 15-18b 所 示 的 交 变 应 力 ， 其 平 


ppan 
кй: 264 BLE 
[=] q 
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均 应 力 不 为 零 ， 称 为 变 幅 非 对 称 循环 交 变 应 力 。 


м. 


~ 


a) b) 
К 15-18 


15.5.2 无 限 寿命 设计 与 有 限 寿命 设计 


应 力 循环 次 数 N， 也 称 寿命 。 在 图 15-19 所 示 的 应 力 -寿命 曲线 中 ，N。(10 ”~10”) 为 循 
М, №, 将 曲线 分 成 两 部 分 ,右边 部 分 循环 次 数 N 
大 于 N。， 称 为 无 限 寿 命 区 ; 左边 部 分 循环 次 数 N 小 于 
N。， 称 为 有 限 寿 命 区 。 在 有 限 寿 命 区 ，S-N 曲线 可 用 
如 下 方程 描述 

S”N=C (15-17) 
APF, m. CHH Ej jM EA X WJ И 2. H K (15-17) 
可 得 





ЕА (15-18) Е 15-19 
如 15. 2.2 小 节 所 述 ， 有 限 寿 命 区 曲线 上 4 点 所 对 
应 的 应 力 值 5, 4 称 为 有 限 寿命 为 W 时 的 条 件 疲劳 极限 。 像 15.4 节 所 述 的 那样 ， 按 照 疲 劳 
极限 进行 疲劳 强度 设计 ， 称 为 无 限 硅 命 设计 ; 硅 按 照 条 件 疲劳 极限 进行 疲劳 强度 设计 ， 称 为 
有 限 寿 命 设计 。 壁 如， 设计 轴承 时 ,使 用 时 间 定 为 5000h， 固 体 火 第 发 动机 助 推 时 间 定 为 
3min ， 均 为 有 限 寿 命 设 计 。 











15.5.3 变 幅 对 称 循环 交 变 应 力 的 疲劳 强度 条 件 


对 于 这 幅 交 变 应 力 ， 最 大 应 力 有 时 超过 疲 秀 极限 ， 有 时 低 于 疲 和 大 极 限 ， 且 在 多 数 情 况 下 
高 幅 应 力 的 循环 次 数 小 于 低 幅 应 力 的 循环 次 数 。 在 这 种 情况 下 ， 和 在 仍 然 采 取 前 面 的 无 限 寿命 
设计 思想 ， 即 控制 构件 危险 点 应 力 循环 中 的 最 大 应 力 不 超 过 疲 开 极限， 显然 是 过 于 保守 的 ， 
需要 采取 新 的 设计 思想 与 方法 。 

实践 证 明 ， 当 构件 危险 点 处 应 力 循 环 中 的 最 大 应 力 值 超过 疲劳 极限 时 ， 整 个 构件 并 没有 
完全 发 生 疲 劳 失效 ， 而 是 产生 了 一 定量 的 损伤 。 随 着 应 力 循环 的 继续 ， 这 种 损伤 会 尝 积 起 
来 ， 当 累积 达到 菜 一 临界 值 时 ， 构 件 才 最 终 发 生 疫 施 失 效 。 这 就 是 票 积 损伤 观点 ， 构 件 球 积 
损伤 的 过 程 就 是 构件 固有 寿命 消耗 过 程 。 

图 15-20 所 示 是 一 被 简化 后 的 分 级 变 幅 对 称 循环 交 变 应 力 ， 假 设 蜗 于 材料 疲劳 极限 5, 
的 有 下 级 ， 且 在 此 应 力作 用 下 ， 构 件 最 终 疫 天 失效 时 总 的 应 力 循环 周期 数 为 A。 假 设 在 一 个 
[s] xa 
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нн 4 





周期 内 ， 最 大 应 力 分 别 为 S11 、S,、… 
5S,、…、5S,， 相 应 的 循环 次 数 为 nj, 

ni. еу про 构件 最 终 疲 劳 失 
效 时 ， 这 些 最 大 应 力 总 的 循环 次 数 分 别 。 
为 An、 


no. 


Àn, +, Ап; s. Ап 

如 条 构 件 在 等 幅 交 变 应 力 5, 单独 
作用 下 ， 有 限 寿 命 为 Wi ， 那 么 应 力 5, 
每 循环 一 次 对 构件 的 损伤 将 是 N, 08 
И Г Ап, 次 对 构件 产生 总 的 损伤 为 An1/ 
№. МИЁ, 5. ees Sis een 8, 分 别 单 
S u 















ЕТТ | 





图 15-20 


№ АМ, +, АМ З зА і 05 BJ HES 5, AERE, Ж 9 ЖЖ 
的 条 件 为 
Ап, Àn, Ап Ап, 
一 一 十 一 一 十 … 十 一 一 十 … 十 一 一 二 (a) 
N N, N N, 
即 
k i 
АЎ, — =l (b) 
1= ] L 
HK (15-18) Ж 
тозае (е) 
由 式 (с) # N... М, М М, RAR (b) 中 得 
D Sm = 5" ( d) 
即 
" 
P n. =S (15-19) 
引入 相当 应 力 S. 
Дети: 
S = | S'n 15-20 
I м: 2. 5: (15-20) 
则 疲劳 条 件 为 
S =S_, (15-21) 
引入 疲劳 安全 因数 [ny] ， 则 疲劳 强度 条 件 为 
s< (e) 
< e 
° [ny] 
即 
S 
п. ka (£) 
考虑 到 应 力 集中 、 尺 寸 和 表面 质量 对 疲劳 极限 的 有 影响， 最 终 得 到 变 幅 对 称 循环 交 变 应 力 
ыран 
UE 2266 Bu 


第 15 章 疲劳 与 断裂 
HY DESF wh E КЇР 


n. = =—— > [n] (15-22a) 








式 (15-22a) FP, п, 为 工作 安全 因数 ，$ Ж] ХУ Л, 51 AE F ELB 27 ВХ, 
No 为 循环 基数 ,入 为 疲 荔 失效 时 的 循环 周期 效 。 














对 于 交 变 正 应 力 
G _ С _ 
n, =—— = | > [пу] (15-22Ь) 
K, K " 
Жолук" 
eob g PN Noii | 
对 于 交 变 切 应 力 
Cy | Ты] 
= = — VF .Ó<—— -Ü=Ü ü > 15-22 
n. K [n] ( с) 











fr K, Ja < 

Ta i У, т"п, 
ab е. л №; 
15.5.4 变 幅 非 对 称 循环 交 变 应 力 的 疲劳 强度 条 件 


由 15. 4. 2 小 节 可 知 ， 对 于 变 幅 非 对 称 循环 交 变 应 力 ， 亦 可 用 平均 应 力 和 应 力 幅 值 来 代 
蔡 相 当 应 力 ， 应 力 集中 、 尺 寸 、 表 面 质量 等 因素 只 影响 应 力 幅 值 。 这 样 ， 变 幅 非 对 称 循环 交 
变 应 力 的 疲劳 强度 条 件 








(15-23a) 





n, =—— — r > [n] (15-23Ь) 


т 


K 
= fr . 
D |==. + ТА №; 
ТЕУ М ЗЕ ЙМ ЖЕЛЕУ Л Т, ТИЕ а СНО DL (15-16) 


ЕТИ 疲劳 裂纹 扩展 与 构件 的 疲劳 寿命 












在 传统 的 强度 计算 中 ， 将 构件 理想 化 为 没有 初始 裂纹 的 连续 体 ， 并 取 工 作 应 力 与 许 用 应 
力 相 比较 来 作为 强度 的 判 据 。 实 际 上 ， 由 于 材料 的 冶炼 、 加 工 与 使 用 秆 原 因 ， 构 件 内 部 总 存 
在 着 裂纹 ， 甚 至 是 宏观 用 纹 ， 尤 其 是 高 强度 材料 或 大 型 构件 〈 大 型 铸件 、 锻 件 、 和 焊接 件 等 ) 
存在 裂纹 更 是 不 可 避免 的 。 实 践 证 明 ， 由 于 裂纹 的 存在 ， 这 些 构件 往往 在 工作 应 力 小 于 许 用 
应 力 的 情况 下 就 发 生 了 脆性 断裂 破坏 ， 即 所 谓 低 应 力 脐 断 。 因 此 ， 需 要 研究 有 裂纹 体 的 应 
力 、 和 裂纹 扩展 规律 以 及 材料 的 抗 询 性 能 每 。 所 有 这 些 虱 是 “ 汤 裂 力学 ”的 人 研究 范 睹 。 


15.6.1 应 力 强 度 因子 

















考虑 图 15-21 所 示 无 限 大 平板 ， 中 心 有 一 长 为 2a 的 穿 透 板 厚 的 裂纹 ， 有 承受 垂直 于 裂纹 
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面 的 均匀 拉 应 力作 用 。 应 用 弹性 理论 的 研究 结果 ,得 到 在 裂纹 尖 站 邻 域 (pa) 任 一 点 4 
处 应 力 分 量 ， 








y 3 
li L [issin Tsin 24 (15-24) 


тас. Ф Ф 3o 
T == sin —cos —cos — 


Е: Элтр 2 2 2 
NF, p 与 p 为 点 4 的 极 坐标 。 

由 式 (15-24) TA, Мр 5 ф 一定 
时 ， 即 对 于 板 内 某 一 点 来 说 ， 各 应 力 分 量 
与 Vnao AR, AHH, 参量 Vrao 的 大 
小 描述 了 裂纹 尖端 应 力 场 的 强 弱 程度 ， 称 
为 应 力 强 度 因 子 ， 用 Ki 表示， 即 














| K; =./ma o (15-25) 
ШШШ „улуш {уу MPa- шт, 
对 于 有 限 大 板 ， 裂 纹 可 能 位 于 板 的 中 图 15-21 
央 处 ， 也 可 能 位 于 板 的 边缘 处 ， 其 应 力 强 
度 因 子 可 作 如 下 修正 
K; =Y./ra o (15-26) 





式 中 ,了 为 修正 因数 ,可 查 有 关 手 册 得 到 。 表 15-1 中 为 部 分 修正 因数 。 
构件 中 的 和 裂纹， 按照 受 力 与 变形 形式 分 类 ， 可 分 成 三 种 基本 类 型 . 张 开 型 或 1 型 (图 
15-22а); 滑 移 型 或 了 型 (图 15-22b); WAA a MÆ (图 15-22c)。 下 面 介 绍 的 均 为 张 开 型 


RA 





15.6.2 WRH E SHAR 2] JE 








KRUH, ХУ ЕЛЕЕ ВЈ Р, DE 
所 施加 的 应 力 o 5 КЛЕ а 各 为 何 值 ， 只 
要 应 力 强度 因子 Ki 达到 某 一 数值 时 ， 和 裂纹 就 
开始 扩展 ， 并 可 能 使 平板 断裂 。 使 裂纹 开始 
扩展 的 应 力 强度 因子 值 ， 称 为 材料 的 断裂 韧 
E, HK 7х. ЖЕУ K/N E M aA 
纹 材 料 抵抗 断裂 失效 能 力 的 强度 指标 ， 通 过 
Юг 205): 8045 FIRRA, WARE Ki KR, JLAREH Ki IITE 15-2 中 。 

HARRA R Im НУ ЛУ JJ о ДЕ |N FEAA RRE, 200056076, ВГ 
效 的 判 据 是 














K, =K, (15-27) 
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# 15% 疲劳 与 断裂 一 


Ж 1S-1 修正 因数 
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a 


1 
ү = | 1.770, т ) 一 
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Y=1.0(a<h) 


2а 


1 
ү =— | 1. 99+0. эв( |- 
л/а h 
2a \? 2а À 3 
2. (2) +.42( 卫 | | 
һ һ 
Y=1.12(a<h) 
1 a а \? 
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a i a i 
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Y=1.12(a<h) 
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25, (2) +24. so( | | 
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Y=1.12(a<h) 





表 15-2 几 种 材料 的 Kj. 值 





材 料 o /MPa o ,/MPa K |. /MPa · е 
30CrMnSiNiA 1470 1780 84 
7075-T6 铝 合金 500 560 32 


例 15-3 图 15-23 所 示 和 矩形 截面 板 件 ， 板 边缘 有 一 穿 透 裂纹 ， 其 长 度 c=7mm， 板 承受 


拉力 作用 ，F=100kN。 若 材料 的 断裂 币 度 下; = 23МРа . тт, h=100mm, b=8mm， 试 问 板 


是 否 会 断裂 。 











N 
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解 : 由 表 15-1， 得 修正 因数 为 


1 0. 007m 0. 007m\? 
Y = 一 | 1. 99-0. 41 +18. 70 
„Гар 0. Im О. Im 


Пт 


0.007т\? 0. 007m\ f 
—38. 48 | +53. 85 = 1. 152 


„1ш О. Im 

















AAR im Л JJ wh J I F 


100x103N 
Кү =Yo /ma = 1. 152х——————/т (0.007m ) 
(0.1m) х (0.008m) 


=2.13x10'Pa - m? = 21. 3MPa . m? 
因为 K <K1.， 故 板 不 会 断裂 。 


15.6.3 疲劳 裂纹 的 扩展 寿命 


在 静 应 力作 用 下 ， 若 应 力 强度 因子 Kl <K1.， 和 裂纹 不 会 扩展 。 但 是 ,在 交 变 应 力作 用 
下 ， 虽 然 KT<KT.， 裂 纹 却 可 能 仍 要 缓慢 地 稳定 地 扩展 。 当 裂纹 长 度 增 大 至 临界 值 时 ， 裂 纹 
即 产生 失 稳 扩 展 而 寻 致 整个 构件 断裂 。 一 般 ， 通 过 试验 可 得 到 裂纹 扩展 速率 











d 
aE C(YAcal2)" (15-28) 


NF, a 为 裂纹 长 度 ; N 为 循环 次 数 ; C 与 m 均 为 材料 常数 ， 试验 测 得 ,通常 m 272073; 了 
为 修正 系数 ; Ac 为 交 变 应 力 变化 范围 。 
在 交 变 应 力作 用 下 ， 和 裂纹 从 某 一 初始 长 度 а, 扩展 到 临界 长 度 a 所 经 历 的 应 力 循 环 次 数 
N.， 即 为 疲劳 裂纹 的 扩展 寿命 。 
1. 等 幅 交 变 应 力 
将 式 (15-28) 积分 ， 得 到 裂纹 扩展 寿命 N. 
1 1 


а аса 














йе n o (15-29) 
cy" ao” (2-1) 
2 
一 般 情 况 下 ，a,>a;， 因 此 式 (15-29) 可 简化 为 
: (15-30) 


ү = 
cy" ao” [2-1] a 
2. 变 幅 交 变 应 力 
这 时 仍然 可 利用 式 (15-28) 来 求 裂纹 扩展 寿命 V.。 不 过 ， 此 时 До 不 像 等 幅 那 样 保持 
恒定 不 变 ， 需 用 所 有 的 Ao. АВИА Ao n KARE, B 


>, (Ас,)? 


А = 15-31 
О мл К ( ) 
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AP, До, 为 第 i 级 交 变 应 力 的 变化 范围 ; КЖ До, 的 总 数 。 
这 样 ， 在 变 幅 交 变 应 力 下 ， 袭 纹 从 初始 长 度 a, 扩展 到 临界 长 度 а, 的 扩展 寿命 N. 为 


_ u (15-32) 





HK (15-31) 与 式 (15-32)， 只 要 知道 初始 裂纹 尺寸 、 交 变 应 力 谱 以 及 修正 因数 ， 就 
可 以 计算 出 疲劳 裂纹 扩展 寿命 。 

需要 指出 的 是 ， 对 疲劳 问题 的 研究 要 考虑 从 裂纹 萌生 、 裂 纹 扩 展 直至 疲劳 断裂 的 全 过 
程 。 这 里 讨论 的 疲劳 裂纹 扩展 寿命 只 是 全 过 程 中 的 一 个 阶段 。 关 于 疲劳 裂纹 问题 更 深入 的 人 研 
究 , 已 超出 本 书 范 围 。 


提高 构件 疲劳 强度 的 措施 








15.7.1 减缓 构件 的 应 力 集中 


应 力 集中 的 地 方 是 疲劳 错 纹 萌生 的 生源 地 ， 影响 疲劳 极限 的 各 种 因素 也 和 应 力 集中 有 . 
关 。 因 而 ,要 提高 构件 的 疲劳 极限 ， 主 要 的 措施 是 尽 可 能 地 消除 或 减 绥 应 力 集中 。 表 15-3 [ШЕ 
给 出 了 工程 中 通过 合理 设计 结构 来 减缓 应 力 集中 、 提 高 构件 疲劳 强度 的 几 个 例子 。 
Ж 15-3 提高 构件 疲劳 强度 的 合理 结构 
疲劳 强度 低 疲劳 强度 高 
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15.7.2 提高 构件 表面 加 工 质量 和 采取 必要 的 表面 处 理 


构件 表面 层 的 应 力 一 般 痢 比较 大 ,例如 弯曲 与 扭转 时 ， 最 大 应 力 虱 发 生 在 构件 表面 处 。 
而 对 构件 进行 机 械 加 工时 表面 上 刀 猴 或 损伤 又 会 引起 应 力 集 中 ， 极 易 形 成 疫 务 有 裂纹。 因而 对 
疫 天 强度 要 求 较 高 的 构件 或 对 应 力 集 中 敏感 的 材料 ， 痢 应 精细 加 工 ， 以 提高 表面 质量 。 

对 构件 表面 进行 热处理 或 化 学 处 理 ， 如 高 频 六 火 、 渗 丰 、 碳 须 共 渗 等 ， 均 能 使 表面 强 
化 ， 对 提高 构件 抗 疲 务 性 能 有 明显 效果 。 尺 外 ， 对 构件 表面 实施 冷加工 工艺 ， 如 表面 滚 压 、 
嘎 丸 等 ， 可 使 表面 形成 一 层 预 奈 应 力 层 ， 从 而 降低 了 容易 萌生 疲 荔 裂纹 的 表面 拉 应 力 ， 可 使 
疫 萎 强度 大 幅度 提高 。 

















@ = 


15-1 如 习题 15-1 图 所 示 交 变 应 力 ， 试 求 其 平均 应 力 、 应 力 幅 值 、 循 环 特征 。 

15-2 ”如 习题 15-2 图 所 示 滑 轮 与 轴 ， 确定 下 列 两 种 情况 下 轴 上 点 В 的 应 力 循 环 特征 。 
(1) 轴 固 定 不 动 ， 滑 轮 绕 轴 转 动 ， 滑 轮 上 作用 着 不 变 载 答 (图 a). 

(2) 轴 与 滑轮 固 结 成 一 体 而 转动 ， 请 轮 上 作用 着 不 变 载 和 荷 尺 (图 b)。 














o/MPa 
300 
200 
100 
F 
0 Í a) b) 


习题 15-1 图 习题 15-2 图 





15-3 习题 15-3 图 所 示 旋 转轴 ， 同 时 承受 横向 载荷 F, =500N 和 轴 向 拉力 F. =2kN 作用 ， 试 求 危险 截面 

边缘 任 一 点 处 的 最 大 应 力 、 最 小 应 力 、 平 均 应 力 、 应 力 幅 值 、 应 力 循环 特征 。 已 知 ， 轴 径 а= 10mm， 轴 长 | 

[= 100mm。 ass 
15-4 火车 轮轴 受 力 情况 如 习题 15-4 图 所 示 。a=500mm，1=1435mm， 轮 轴 中 上 段 直 径 а= 15см, Æ F= 

50kN ， 试 求 轮 轴 中 段 截面 边缘 任 一 点 处 的 最 大 应 力 、 最 小 应 力 、 平 均 应 力 、 应 力 幅 值 、 应 力 循环 特征 ， 并 

作出 с-г 曲线 。 











e Бы 习题 15-4 图 

15-5 ”阶梯 轴 如 习题 15-5 图 所 示 。 材 料 为 铬 钊 合金 钢 ср = 920МРа, с_,=420МРа, т_,=250МРа„ $ 
的 尺寸 是 : d=40mm, D=50mm, R=5mm, Е TE 2825 BJ 8 ЛЕН АН EH DP BJ A ЖОЛУ JJ Ж P ГА] 2⁄5 
尺 才 因 数 。 

15-6 习题 15-6 图 所 示 阶 梯形 旋转 轴 上 ， 作 用 有 不 变 弯 和 矩 M = 1kN : m, 已 知 材料 为 碳 素 钢 ，ov = 
600MPa，o_1=250MPa， 轴 表面 精 车 加 工 ， 试 求 轴 的 工作 安全 因数 。 

15-7 习题 15-7 图 所 示 传 动 轴 上 作用 交 变 扭矩 T ， 变 化 范围 为 (-800~800) N- m, 材料 为 磋 素 钢 ， 
oh=500MPa，7_;=110MPa。 轴 表面 磨 削 加工。 大 规定 安全 因数 [n] =1.8， 试 校 核 该 轴 的 疲劳 强度 。 




















Т. М 


习题 15-7 图 


习题 15-5 图 习题 15-6 图 
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15-8 习题 15-8 图 所 示 辆 截面 钢 杆 ， 承 受 非 对 称 循环 轴 问 拉力 作用， 其 最 大 与 最 小 值 分 别 为 К, = 
100kN 和 F, = 10kN。 车 已 知 : D=50mm, d=40mm, R=5mm, с, = 600МРа, o, =Ø, = 170МРа, ,= 
0. 05， 杆 表面 精 车 加 工 ，[w] =2， 试 校 核 杆 的 疲劳 强度 。 

15-9 精 车 加 工 的 钢 制 转轴 如 习题 15-9 图 所 示 ， 在 50mm 直径 处 承受 交 变 应 力作 用 。 材 料 的 o) = 
500MPa, 7.=450MPa, o_,=345MPa, 7_,=154MPa, у, =0.1, у, =0.05。 

(а) 对 弯曲 正 应 力 计算 工作 安全 因数 。 

(b) 对 扭转 切 应 力 (与 正 应 力 数 值 相同 ) 计算 工作 安全 因数 。 


B$ 


t_ 





В 
习题 15-8 图 习题 15-9 图 


15-10 84 р= 50mm、d= 40mm 的 阶梯 轴 ， 了 有 承受 交 变 索 和 矩 与 扭矩 联合 作用 。 正 应 力 从 50MPa 变 到 
-50MPa; 切 应 力 从 40MPa 变 到 20MPa。 轴 的 材料 为 碳 钢 ，ob =550MPa，o_i = 220МРа, с, = 300МРа, т. 
=120MPa,，7.=180MPa。 若 R=2mm， 选 取 y,=0.1, 设 B=1, 试 计算 工作 安全 因数 。 

15-11 一 构件 承受 变 幅 对 称 循环 交 变 正 应 力作 用 ， 以 1s 为 一 周期 ， 习 题 15-11 图 所 示 为 一 个 周期 内 的 
O RH, 已 知 材料 的 o_1=400MPa，m=9， 循环 基数 Nu=3x105 次 。 若 每 一 周期 内 应 力 循环 了 15 次 ， 构 件 
累积 工作 时 间 为 Soh，Kr =1.2，s=B=1.0， 试 计算 工作 安全 因数 。 

15-12 ”习题 15-12 图 所 示 平 板 ， 宽 度 2h = 100mm, EE b= 10mm， 板 中 心 存 在 一 穿 透 裂纹 ， 其 长 度 
2xa=20mm， 在 远离 裂纹 处 藉 受 拉 应 力 о =700MPa， 板 的 材料 为 30CrMnSiNi2A, с, = 1500МРа, т 2 0 





1 
K i. =85.1MPa • mz ， 试 问 板 是 否 会 断裂 。 


O/MPa 





习题 15-11 图 





习题 “15-12 图 








第 16 Ж 


与 刚体 的 平衡 形态 存在 着 稳定 平衡 与 不 稳定 平衡 一 样 ， 弹 性 体 的 平衡 形态 也 存在 着 稳定 
平衡 与 不 稳定 平衡 问题 。 当 压 杆 所 承受 的 外 力 达 到 或 超过 临界 力 时 ， 就 要 丧失 原 有 直线 形态 
下 的 平衡 而 发 生 失 稳 失 效 ， 这 是 构件 不 同 于 强度 失效 的 又 一 种 失效 形式 。 可 见 ， 研 究 压 杆 稳 
定 问 题 的 关键 是 寻求 其 临界 力 。 术 章 主 要 介绍 计算 压 杆 临界 力 的 静 力 法 、 超 过 比例 极限 时 压 
杆 的 临界 力 以 及 压 杆 的 稳定 性 计算 等 。 


Ж 压 杆 稳定 性 概念 





工程 中 有 许多 细 长 的 轴 辣 压缩 杆 件 ， 例 如 ， 气 年 或 液压 秆 中 的 活塞 杆 、 内 燃 机 连 杆 、 建 
筑 结构 中 的 立柱 每 。 这 类 杆 件 在 材料 力学 中 统称 为 压 杆 或 柱 。 在 第 5 草 人 研究 耳 杆 轴 问 压缩 
时 ,认为 杆 是 在 直线 形态 下 维持 平衡 ， 杆 的 失效 是 由 于 强度 不 足 而 引起 的 。 事 实 上 ， 这 样 考 
感 只 对 短 粗 的 压 杆 才 有 意义 ， 而 对 细 长 的 压 杆 ， 当 它们 所 受到 的 轴 回 外 力 远 未 达到 使 其 发 生 
强度 失效 的 数值 时 ， 可 能 会 突然 变 弯 ， 即 丧失 了 原 有 直线 形态 下 的 平衡 而 引起 失效 。 它 是 构 
件 不 同 于 强度 失效 的 又 一 种 失效 形式 。 

为 说 明 这 种 失效 形式 ， 先 考虑 如 下 试验 : 取 如 图 16-1a 所 示 两 端 绞 文 均 质 等 下 细 长 杆 ， 
加 轴 间 压力 f， 压 杆 呈 直线 形态 平衡 。 现 在 ， 奉 此 压 杆 受 
到 一 不 大 的 横 癌 干扰 力 (例如 ， 轻 轻 地 推 一 下 )， 则 压 丁 
会 弯曲 ， 如 图 16-1b 中 双 点 画 线 所 示 。 当 横向 干扰 力 解除 
后 ， 会 出 现下 述 两 种 情况 : 

1) 当 轴 回 压力 下 小 于 某 一 数值 时 ， 压 杆 又 会 恢复 到 
原来 的 直线 平衡 形态 ， 如 图 16-1b 所 示 。 

2) 当 轴 加 压力 下 增加 到 某 一 数值 时， 虽然 干扰 力 已 
解除 ,但 压 杆 不 再 恢复 到 原来 的 直线 平衡 形态 ， 而 是 在 微 
弯曲 的 形态 下 平衡 ， 如 图 16-1c 所 示 。 
































第 一 种 情况 表明 压 杆 的 直线 平衡 形态 是 稳定 的 ; 而 第 a) b) c) 
二 种 情况 表明 压 杆 的 直线 平衡 形态 是 不 稳定 的 。 可 见 ， 压 图 16-1 


杆 原来 的 直线 形态 平衡 是 否 稳定 ， 与 所 受 轴 回 压力 不 的 大 
小 有 关 。 当 轴 癌 压力 下 逐渐 增加 到 某 一 数值 时 ， 压 杆 的 二 线形 态 平 衡 由 稳定 过 渡 到 不 稳定 。 
压 杆 的 直线 形态 平衡 由 稳定 过 渡 到 不 稳定 时 所 受 的 轴 向 压力 的 界限 值 ， 称 为 压 杆 的 临界 力 ， 
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用 ,表示 。 当 压 杆 所 受 的 轴 向 压力 达到 临界 力 和 时， 其 直线 形态 的 平衡 已 然 丧 失 ， 我 们 
称 压 杆 辫 失 了 稳定 性 ， 简 称 失 称 。 人 研究 压 杆 稳定 性 的 关键 是 寻求 其 临界 力 的 值 。 

除 压 杆 外 ， 还 有 许多 薄 壁 构件 同样 存在 春 稳定 性 问题 。 图 16-2a. b. c 中 左边 各 图 分 别 
表示 狭长 矩形 鹤 面 基 岁 和 区 、 受 均匀 外 压 作 用 的 注 壁 圆 环 以 及 轴 癌 受 压 的 薄 壁 圆 简 ， 它 们 会 分 
别 发生 右 边 各 图 所 示 的 失 稳 失效 。 











PPa 





b) 





ЗЭ 确定 临界 力 的 静 力 法 кА 





现 以 两 端 球形 饮 支 的 等 直 细 长 压 杆 为 例 ， 说 明 由 静 力 平衡 求 临 界 力 的 方法 
16.2.1 两 端 匀 支 细 长 压 杆 的 临界 力 


假设 两 端 球形 贸 文 的 等 下 细 长 压 杆 所 受 的 轴 问 压力 刚好 和 于 其 临界 力 К, 并且 已 经 失 

稳 而 在 微 榴 曲 状态 下 保持 平衡 ， 如 图 16-3a 所 示 。 假 想 沿 任意 x 截面 将 已 拱 曲 的 压 杆 截 开 ， 
保留 部 分 如 图 16-3b 所 示 。 由 保留 部 分 的 平衡 得 

M(x)=- F. (a) 

式 (a) 中 ， 轴 向 压力 _ 取 绝对 值 ， 这 样 在 图 示 坐 标 系 

Н M 与 找 度 wv 的 符号 总 相反 ， 故 式 中 加 了 一 个 负 

号 。 当 杆 内 应 力 不 超 过 材料 的 比例 极限 时 ， TE Bs HH Ж 

的 近似 微分 方程 [ 见 式 (7-22) ] 得 

d?v M(x) _ Eat 

















w El ЕТ A 
令 к ==" (e) 
EI 
则 式 (b) 改写 为 
dz j 
+ Ко = 0 (d) 





此 微分 方程 的 通 解 为 
v = C isinKx + С,соѕКх (e) 
A, С,, С, 为 积分 常数 ， 由 压 杆 的 边界 条 件 确定 。 
WEI Am, WAREN 
(£) 
(8) 


< 

II 
~ © 
= 
= 过 
° ° 
l Il 
о © 


R 
II 


由 式 (f). 2 (g) 得 
C, = 0, CisinKi = 0 
积分 常数 C 不 能 等 于 零 ， 和 否则 挠 曲线 方程 v=0， 这 意味 着 压 杆 可 稳定 地 保持 着 直线 平衡 形 
态 ， 与 假定 压 杆 已 失 稳 相 站 盾 。 因 此 只 
sinK/ = 0 (h) 
A (h) 的 解 为 
Кї=пт (n =0, 1, 2, 3---) 





rT 
к= 
| 
HK (с) 
[2 EI 
2 2 
EI 
得 F = 二 一 (Cn SO, 1, 2; 3e (i) 





[2 
因为 nn 可取 0，1，2,，3… 中 的 任 一 整数 ， 所 以 式 (i) 表明 ， 使 压 杆 保持 曲线 形态 平衡 的 轴 
加 压力 ， 在 理论 上 是 多 值 的 。 而 在 这 些 轴 加 压力 中 ， 使 压 杆 保持 微 讨 曲 的 最 小 轴 回 压力 才 是 
其 临界 力 。 故 取 n =1， 得 两 庙 贸 文 细 长 压 杆 的 临界 力 公 式 





т^ ЕГ 
„= (16-1) 
式 (16-1) 又 称 为 欧 拉 公 式 。 
在 此 临界 力作 用 下 ， k= 一， 则 式 (е) 可 写成 
s= Csin — (j) 


可 见 ， 两 问 贸 文 细 长 奈 杆 失 稳 后 ， 挠 曲线 是 条 半 波 正弦 曲线 。 将 x=L2 RAR (j), 得 
JE FFE; K P sa Ab ë JE 


„ т [ 
v 1 = Csin( x >J = G, =v 


x = 


Í 

С, 是 任意 微小 的 位 移 值 。C; 之 所 以 没有 一 个 确定 的 值 ， 是 因为 式 (b) 中 采用 了 挠 曲线 近 

似 微 分 方程 式 。 如 果 在 式 (b) 中 采用 挠 昌 线 精确 微分 方程 式 ， 即 采用 大 挠 度 非 线 性 理论 ， 
那么 С, 值 便 可 确定 ， 此 时 可 以 得 到 最 大 挠 度 ww 与 轴 向 压力 下 间 的 理论 关系 曲线 ， 即 压 杆 

的 平衡 路 径 ， 如 图 16-4 中 的 ОАВ 曲线 所 示 。 该 曲线 表明 ， 当 轴 疝 压力 下 小 于 临界 力 ЕВ, 
"的 数值 均 为 去 ,下 与 ww ，, 间 关系 为 直线 0А, 说 明 压 杆 只 有 直线 这 一 种 平衡 形态 ， 直 线 平 
ир 

= 277 Esa 


ü 


EL) 
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衡 形态 是 稳定 的 。 当 轴 向 压力 等 于 临界 力 Е Нр, ЕВЕ ТЕ 
直线 形态 下 保持 平衡 ， 也 可 在 曲线 形态 下 保持 平衡 ， 但 前 者 是 不 
稳定 的 ， 后 者 是 稳定 的 。 直 线 04 与 曲线 AB 的 交点 А 称 为 平衡 
路 径 的 分 叉 点 。 当 轴 向 压力 大 于 临界 力 已 .后 ， 其 较 小 的 增加 就 
要 使 压 杆 弯曲 变形 wv ,急剧 增 大 ， 压 杆 在 很 短 时 间 内 便 会 承受 不 
了 轴 向 压力 作用 而 发 生 稳 定 失效 。 

在 以 上 讨论 中 ,假设 压 杆 轴线 是 理想 直线 ， 压 力 正 是 不 打折 
扣 的 轴 向 压力 ， 压 杆 材 料 均匀 连续 。 这 是 一 种 理想 情况 ， 称 为 理 
想 压 杆 。 但 实际 中 的 压 杆 并 非 如 此 ， 这 些 与 理想 压 杆 不 相符 合 的 图 16-4 
因素 ， 可 相当 于 作用 在 压 杆 上 的 压力 与 压 杆 轴线 有 一 个 微小 的 偏 
心 距 。 试 验 结果 表明 ， 实 际 压 杆 的 下 与 ww Be Z WE 16-4 中 的 曲线 OD 所 示 。 偏 心 距 越 
小 ， 曲 线 OD 越 接近 OAB, 








5 





Umax 








例 16-1 817—2) HELE, 77 — mE, WE 16-5a R. + АЧМ А 


为 k， 试 求 此 压 杆 的 临界 力 。 

解 : 设 压 杆 所 受 的 轴 回 压力 刚好 等 于 其 
临界 力 .， 并 且 已 经 失 稳 而 在 微 弯曲 状态 下 
保持 平衡 ， 如 图 16-5b 所 示 。 在 图 示 坐 标 系 下 
BENEN (K| 16-5c) 

М(х) =- F v + Кх 
挠 曲线 近似 微分 方程 为 B 
d> M(x) 1 


= =—(- F. + këx) 
dx? Е El 




















即 
а? а) 
— + Ко = — (а) 
ы É] 16-5 
N ae y ` ` 
AP, K=- 。 式 (a) 的 通 解 为 
kó 
v = AsinKx + ВсоѕКх + x 
IK? 
边界 条 件 x=0 时 ， v=0 (b) 
x=l 时 ， v=6 (c) 
x=lHFf, w=0 (d) 
由 式 (b) 得 B=0。 由 式 (с) 得 
kl 
Азак! + è| Б ] = 0 (е) 
EIK 


由 式 (d) 得 
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k 
АКсоѕКі + д —— = 0 (f) 
EIK? 


式 (e). K (f) 中 4、86 是 未 知 量 ， 且 不 能 全 为 零 。 因 此 
kl 











sinKI — 1 
EIK? 
А = 
КсоѕКі 
EIK? 
整理 得 
EI( КЇ)? 
tanK/ = KI — = (g) 


此 超越 方程 可 用 试 算法 求解 。 
如 令 弹 壬 刚度 系数 k— o ， 则 杆 相 当 于 一 问 镑 文 ， 尺 一端 固 定 。 此 时 方程 式 (g) 为 




















tanK/ = КІ 
用 试 算法 求 得 临界 力 为 
.ml 
和 (0.7D2 
2 К Е # 2 5 一 0， 则 杆 相 当 于 一 端 自由 ， 另 一 端 固 定 。 此 时 式 (в) 为 
tan KI— KI = – оо 
KI 的 最 小 正 根 是 К=т/2, WAIK 
_ EI 
cr (21) 2 





从 上 例 看 出 ， 对 较 复 杂 约 束 的 压 杆 ， 由 毅力 法 求 临 界 力 在 数学 求解 上 较为 困难 。 因 此 ， 
工程 中 常用 能 量 法 求 临 界 力 。 








16. 2.2 不 同 杆 端 约束 细 长 压 杆 的 临界 力 


工程 中 的 压 杆 ， 两 端 会 有 各 种 不 同 的 约束 形式 。 从 上 述 求解 临界 力 的 过 程 可 看 出 ,约束 
条 件 不 同 ， 压 杆 的 临界 力也 不 相同 ， 即 杆 端 约束 形式 对 临界 力 有 和 较 大 的 影响 。 

在 不 同 于 两 奖 贸 文 的 其 他 约束 情况 下 ， 可 用 上 述 静 力 
法 求 临 界 力 ， 也 可 用 如 下 简捷 的 方法 求 临界 力 。 

图 16-6a 是 一 问 固 定 、 为 一 并 日 由 、 长 为 1 的 压 杆 。 根 
据 约 束 情 况 ， 失 稳 后 挠 曲线 形状 如 图 16-6b 中 曲线 АВ 所 示 。 
HT p 点 处 是 固定 约束 ， 因 而 压 杆 失 稳 后 此 处 挠 度 与 转角 都 
为 零 。 利 用 这 一 变形 条 件 ， 可 将 B 设 为 对 称 点 ， 把 挠 曲线 
АВ 反映 至 B 点 下 方 ， 即 得 B4' 线 (图 16-6b) 。 延 长 后 的 挠 曲 
线 44' 是 一 条 半 波 正弦 曲线 ， 可 看 成 与 两 端 贸 文 压 杆 失 稳 后 


























的 挠 曲线 形状 相同 。 这 样 就 比拟 得 到 ， 一端 固 定 、 为 一 端 目 b) c) 
Н. ЈУЛИ JJ JW ЕК ж, KÄ 21 WEF (图 É] 16-6 


16-бе) 的 临界 力 相 同 ， 即 
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o EI 
cr (y 
用 这 种 比较 失 稳 后 挠 曲线 形状 的 方法 ， 同 样 会 得 到 其 他 约束 情况 下 压 杆 的 临界 力 公式 ， 
这 些 公式 可 统一 号 成 








TEI 
(ші)? 
20 (16-2) 称 为 欧 拉 公式 的 一 般 形 式 。 由 式 (16-2) 可 见 ， 杆 端 约束 对 临界 力 的 影响 表现 在 
系数 E, Ru 为 长 度 因数 ; ш 为 压 杆 的 相当 长 度 ， 表 示 长 为 1 的 压 杆 折算 成 两 端 外 文 杆 后 
的 长 度 。 几 种 篆 见 约束 情况 下 压 杆 的 长 度 因 数 凡 列 于 表 16-1 中 。 
Ж 16-1 压 杆 的 长 度 因数 





F (16-2) 














一 端 固定 、 — W [А] ХЕ, 
— п А ЕН 一 端 双 向 滑动 
For ZZ a 

777 | 
де? u=1 














ж 16-1 中 所 列 的 只 是 几 种 较 典 型 情况 ， 压 杆 的 实际 约束 情况 可 能 更 复杂 。 对 于 那些 复 
杂 约 束 压 杆 的 长 度 因 数 ， 可 从 有 关 设 计 手 册 或 规范 中 查找 。 


多 邓超 过 比例 极限 压 杆 临界 力 的 计算 


将 式 (16-2) 的 两 端 同时 除 以 压 杆 的 横 和 截面 面积 4， 得 到 压 杆 的 临界 应 力 
Fe pl 
T A (ш)?А 
引入 截面 的 惯性 半径 i ( 见 附录 A 中 式 А-9) 














| 
55 (16-3) 
这 样式 (ж) 可 改写 为 
TE 
xu = 一 (16-4) 
А 
式 (16-4) 是 用 应 力 形 式 表 示 的 欧 拉 公式 。 式 中 
ul 


ra (16-5) 


L 
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À 称 为 压 杆 的 和 柔 度 ， 是 一 个 量 纲 为 1 WE, 

出 起 《16.4) 可 知 ， 相 同 材料 不 杆 的 临界 应 力 取 决 于 压 杆 的 柔 度 A。 而 奈 杆 的 柔 度 与 不 
E A E на 

在 推导 欧 拉 公 式 时 ， 使 用 了 挠 曲线 的 近似 微分 方程 式 М) 。 这 个 方程 式 是 建立 
在 材料 服从 胡 克 定律 基础 上 的 。 试 验 已 证 实 ， 当 临界 TT 
了 拉 公 式 得 到 的 理论 此 线 与 试验 册 线 十 分 相符 ; 而 当 临 界 应 力 超过 5 WH. 条 曲线 随 着 季 
度 减 小 相差 越 来 越 大 (图 16.7) 。 这 说 明 欧 拉 公 式 只 有 在 临界 应 力 不 超 过 eh 
才 活 用 ， 即 



































使 欧 拉 公式 成 立时 ， 压 杆 柔 度 ОЛМА А, 表示 ， 即 


А, == |2 (16-6) 


式 (16-6) WHH, RIRE A, жо, АЯ АА, 时 ， 才 能 用 欧 拉 公式 计算 压 
杆 的 临界 力 或 临界 应 力 。 ШИЕ АБА, 这 一 条 件 的 压 杆 称 为 细 长 杆 或 大 柔 度 杆 。 

如 图 16-7 ЕЯ, ЕАО ЯЕ А <А, 时 ， 临 界 应 力 o0, 欧 拉 公式 已 不 适用 ， 这 是 
超过 材料 比例 极限 压 杆 的 稳定 性 问题 。 对 于 这 类 问题 ， 曾 进行 过 许多 理论 和 试验 研究 工作 ， 
得 出 了 较 多 的 分 析 绪 有 末 。 但 目前 工程 中 普 过 采用 的 是 一 些 以 试验 为 基础 的 经 验 公 式 。 负 用 的 
о 

. 直线 公式 

s 馈 合 金 、 和 铸铁 与 松 术 等 材料 制作 的 非 细 长 奈 杆 ， 可 采用 直线 型 经 验 公 式 

计算 临界 应 力 ， 该 公式 的 一 般 形式 为 














с = а = БА (16-7) 
式 中 ，a、 儿 为 与 材料 性 质 有 关 的 常数 。 在 使 用 上 述 直线 公式 时 ， 柔 度 А E-SERIE A., 
НДЕ МУРАУ ЛЕЯ ВЕЛИ 7) o,, 有 关 。 因 为 对 于 柔 度 很 小 的 短 压 杆 ， 当 它 所 受到 的 压 应 力 达 到 
FRR Л ru 时 ， 压 杆 已 因 强 度 不 足 而 失效 。 例 如 ， 塑 性 材料 

的 压缩 极限 应 力 为 屈服 点 o.， 于 是, ÆR (16-7) P, $0,5 “ 


o .得 




















试验 曲线 


(16-8) 





和. 与 A, 一样， 也 是 只 与 材料 性 夺 有 关 的 第 数 。 几 种 常用 材料 的 
a, bA, A, fB l k 16-2。 

当 压 杆 的 柔 度 和 满足 A. 大 人大 人, 时， 临界 应 力 用 直线 公式 图 16-7 
计算 。 这 种 压 杆 称 为 中 长 杆 或 中 等 柔 度 杆 。 
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表 16-2 几 种 常用 材料 的 a、b、A,、AA， 





HE, o =353MPa, o, 宇 510 MPa 578 3. 744 100 60 
ER SH Я 980 5.29 55 0 
Q235 钢 304 1.12 100 57 
优质 碳 钢 o =306MPa, o, >471MPa 461 2. 568 86 60 


铸铁 331.9 1. 453 


综 上 所 述 ， 当 中 长 杆 的 临界 应 力 用 直线 公式 表示 时 
(图 16-8 中 的 АВ 段 )， 各 类 压 杆 的 临界 应 力 随 看 压 杆 的 柔 
度 变 化 情况 可 用 几 16-8 的 曲线 表示 ， 此 曲线 称 为 临界 应 力 
总 图 。 由 图 16-8 可 看 出 

1) АА, 时 ， 是 细 长 杆 ， 是 在 材料 比例 极限 内 的 稳 
定性 问题 ， 临 界 应 力 用 欧 拉 公式 计算 。 

2) 当 和 ,大人 友和, 时， 是 中 长 杆 ， 是 超过 材料 比例 极限 s 
压 杆 的 稳定 性 问题 ， 临 界 应 力 用 下 线 公 式 计 算 。 KI 16-8 

3) 当 A<A. 时 ,是 短 粗 杆 ， 不 存在 稳定 性 问题 ， 是 强 
度 问 题 ， 临 界 应 力 就 是 届 服 点 oo 或 强度 极限 o. 

2. 抛物 线 公 式 

对 于 结构 钢 与 低 合 金 结 构 钢 等 材料 制 成 的 非 细 长 压 杆 ， 可 采用 抛物 线 型 经 验 公 式 计 算 临 
界 应 力 ， 该 公式 的 一 般 表 达 式 为 














I =a = b A (16-9) 
NP, a b, 为 与 材料 性 质 有 关 的 常数 。 

几 种 常用 材料 的 a,、b, 和 A 的 值 见 表 16-3， 临 界 应 力 总 图 如 图 16-9 所 示 。 由 图 16-9 
可 看 出 : 

1) ЧАРА, 时 ， 是 在 材料 比例 极限 内 的 稳定 性 问题 ， 
是 细 长 杆 ， 临 界 应 力 用 欧 拉 公 式 计算 。 

2) HASA, 时， 是 超过 材料 比例 极限 的 稳定 性 问题 ， 
是 非 细 长 杆 ， 临 界 应 力 用 抛物 线 型 经 验 公 式 计算 。 

低 碳 钢 的 比例 极限 от, 约 等 于 其 屈服 点 we,， 但 由 于 轧 制 
的 结构 钢 存 在 着 残余 应 力 ， 且 残余 应 力 可 能 达到 屈服 点 的 
一 半 ， 因 此 ， 可 取 








代入 式 (16-6) 得 





(16-10) 
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O. Р 
于 是 ,由 式 〈16-9) ， 并 考虑 到 : 当 和 A=0 时 , с,=0,; MASAMI, Cao fF 


À 2 
с„=о[1-| 
2А? 


表 16-3 ЛЖ МАЈ а. bis А, 


116-2 ES 16-10 所 示 为 一 用 No20a 工 字 钢 制 成 的 压 杆 ， 材 料 为 Q235 W, ЕЕЕ = 
200GPa， 比 例 极 限 o,=200MPa， 压 杆 的 长 度 1!=5m。 求 此 压 杆 的 临界 力 。 

解 : (1) REIRE 

由 附录 B 中 的 型 钢 表 查 得 i, = 8.51сш, i, = 2.12cm， 
А = 35. 5ст?, Е 

ЖЛЕ i B< НО 216] F РУ Ж ERK, iAH ње, т, 
ЖТК, — É A #E fE j FF В ña X WJ HEEN, ж АЈ 





X 








— z 
[ 0.5 x 5 
Ав | = 一 =#=— — [= 117.9 
L 2.12 x 10 ° _ 
y 
(2) TRA, 
E 200 x 10° 
A, = t — Б р, 
Oh 200 x 10 
+É | 大 
(3) 求 临界 力 KI 16-10 


因为 Awx>A,， 此 压 杆 是 细 长 杆 ， 用 欧 拉 公 式 计算 临界 应 力 
TE т> x 200 х 10° 
О = = 
л. 117. 9° 


临界 力 F =Ac. =35.5x10 2x142x10°N=504.1x10°N=504. 1kN 


Ра = 142 x 10°Ра = 142MPa 








ЕГИ] 关于 压 杆 稳定 性 的 进一步 讨论 


以 上 讨论 的 都 是 理想 压 杆 ， 即 材质 均匀 、 压 力 与 轴线 无 俩 心 、 压 杆 无 初 弯 时 等 理想 情 
况 。 但 实际 压 杆 部 不 同 于 理想 压 杆 ， 难 免 存 在 各 种 缺陷 。 例 如 ， 压 杆 有 初 这 曲 、 压 力 与 轴线 
有 偏心 、 不 完善 的 端 部 约束 和 条件， 以 及 材料 不 均匀 每。 一 般 情况 下 ,缺陷 的 存在 使 得 压 杆 既 
受 压 红 载 集 作 用 ， 又 受 弯 曲 载 合作 用 ,可 用 具有 小 偏心 距 e 的 理想 压 杆 来 代 符 有 缺陷 的 
压 杆 。 
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16.4.1 大 柔 度 杆 在 小 偏心 距 下 偏心 压缩 时 的 稳定 性 


图 16-11a т7л 5 WJ Wa Pk JÚ Bë x BJ 2 BL ZI K ЕЁ 52 
偏心 距 为 e 的 俩 心 压 力 王 作用 下 的 挠 曲线 。xy 平面 是 杆 
的 纵 回 对 称 面 ， 轴 癌 偏 心 压力 就 在 此 平面 内 ， 杆 在 该 平 
面 内 的 抗 弯 刚度 为 太 。 设 任意 横 和 截面 x 处 的 抄 度 为 o, 
UAN (图 16-11b) 

M(x)=- Е(е +) 
挠 曲线 的 近似 微分 方程 为 
Eh" =- F(e +v) 
或 „”+К?ъ»=-К°е 
к ga EI 16-11 


EI 
此 微分 方程 的 通 解 为 





v = C isinKx + С,соѕКх - e (a) 
O RP, су, C, 为 积分 常数 。 
— Ж л 98 ж, 边界 条 件 为 


22 ë v=0 (b) 
`4 x =l, o= 0 (с) 
由 式 (b). IÑ (с) 得 
C, =e, С, = etan 一 (d) 
将 式 (4) RAI (а), ， 得 挠 曲线 的 方程 
р = [tan са + соѕКх — I] (e) 
2 
EAEE ww 在 杆 的 中 点 ， 即 x=1/2 b. J x=1⁄2 代入 式 (е), 得 最 大 找 度 
v -人 see 一 I] (16-11) 
max ә 


ЭҢ E ЛЕН е=е|, е=е„, Дт, H K (16-11) 可 计算 出 一 系列 最 大 挠 度 т, 7 40 

Wi F Ж] ЛУ Н, Am 2 —Ң 4 FB] Їн D E F 03 F- 
v 曲线， 如 图 16-12 所 示 。 
将 式 (16-11) 改写 为 

sec = ' + 1 (f) 

现在 讨论 e— 0 情况 。 由 式 (f) 可 见 ， 当 e—0 








КІ. 
ШЇ, £ sec 了 个 起 于 无 限 大 ， Д vaa = 0; 大 sec 





Umax 


SAFERA, vn TEMERI, Mi sec AFER 





大 时 ,的 最 小 信 为 


“Sr 
> 9 
由 此 得 到 
F TT 
K= /= 
A EI l 
ИП 
т^ ЕГ 





由 以 上 分 析 ， 给 出 的 e 一 0 时 的 天 ww 关系 曲线 为 图 16-12 中 的 折线 OAB, 
2 
在 e 关 0 情况 下 ， 由 式 (f) 可 见 ， 当 ww 一 oo Н, seo э, ШОК 二 这 表明 图 





16-12 中 偏心 距 不 等 于 零 的 一 组 F-v ,关系 曲线 ， о a Ж, 
而 式 (g) IFE MQ xc ШЕ Еш % JJ WJ k Sk X ВЯ ЕН > ЕЛЕН Я 77, H 66 £ 
成 是 实际 压 杆 承载 能 力 的 一 个 理论 上 的 上 限 值 。 








16.4.2 大 柔 度 杆 在 小 偏心 距 下 偏心 压缩 时 的 应 力 





图 16-11 АТАХ EI WERSIE Mi,, 发 生 在 杆 的 中 点 模 截 面 处 ， 其 值 为 


ma 


KI 
M чш Ыы ы E (h) 


最 大 压 应 力 在 该 截面 的 凹 侧 边 缘 处 ， 其 值 为 
F Ма F Fe КІ | 
п е9 = — + —sec 一 (i) 
A W A W 2 
从 式 (16-11), K (h). Ñ (i) ЧИЖ, ЕЈ Kee RASE, в KE wy JJ J 
与 压缩 载荷 尺 旺 非 线 性 关系 ， MA, ÆA X E Br h AS ВЕН ЖЛЕ 。 
ЗИЛИН ЖИ ЖЕНЕ, == zr 知 ， = Е 一 0， 则 see 全 1， 此 时 ， 可 用 
三 加 法 计算 其 应 力 、 内 力 与 变形 。 所 以 对 于 偏心 压缩 杆 件 ， 只 有 当 抗 弯 刚 度 很 大 以 及 长 度 较 
小 的 短 粗 杆 时 ， 才 能 使 用 又 加 法 。 由 于 


I ГРА 
= 

















Psn 
Ja Ya 


ш еони 缘 的 距离 。 


Р = F 中 十 “=e |z Д | (16-12) 
A Ж 2iN ЕА 


式 (16-12) 被 称 为 侦 心 受 压 杆 的 正人 公式。 从 此 式 可 以 看 出 ， 压 杆 的 最 大 应 力 是 平均 
DEJI FM4、 偏 心 比 ez 六 及 长 细 比 Wi 的 函数 。 如 果 我 们 规定 一 个 最 大 应 力 cs 的 极限 ， 那 


7 | 
1) (j) 














! 


ща Ч 


| 
| 
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А, Ша (16-12) 就 可 计算 出 相应 的 平均 应 力 T/A4。 对 结构 钢 ， 我 们 可 以 取 届 服 点 er. 作为 
极限 应 力 ， 于 是 式 (16-12) 可 重新 整理 为 








- (16-13) 








2i ЕА 
式 中 ,下 是 使 杆 在 最 大 应 力 点 处 届 服 时 所 需 的 偏心 压力 。 

必须 指出 ， 以 上 的 全 部 理论 分 析 和 图 示 的 结果 ， 都 是 以 材料 在 线 弹性 范围 内 为 基础 ， 且 
以 挠 曲线 近似 微分 方程 为 依据 。 事 实 上 ， 在 压 杆 中 点 处 的 挠 度 ww 增 大 到 一 定数 值 时 ， 该 截 
面 上 绝 大 部 分 压 应 力 均 达 到 材料 的 届 服 点 ， 压 杆 已 不 能 再 承受 更 大 的 压力 。 试 验 时 将 看 到 在 
压 杆 中 点 处 发 生 弯 折 的 压 溃 现 象 ， 相 应 的 -0 曲线 将 如 图 16-12 中 的 虚线 所 示 。 

以 上 讨论 只 限于 小 偏心 距 下 的 偏心 压缩 问题 ， 当 偏心 距 很 大 时 ， 将 归结 为 弯曲 变形 问题 
来 计算 。 








例 16-3 3С КАТ, Н 4d=52mm、 壁 厚 ¿=2mm 的 钢管 制 成 。 压 力作 用 于 环 
边 的 中 间 处 ， 即 偏心 距 e=25mm。 压 杆 长 度 1=2m，o,=280MPa,，E=200GPa。 求 使 压 杆 最 
大 应 力 点 屈服 时 所 需 的 压力 Fo 

解 : 由 各 已 知 条 件 ， 得 y, = 26mm 

T (522 - 48°) 
= m 
EA = (200 x 10° x 314 x 10 ° )N = 62. 8MN 


m? = 314mm2 


A 





m (52 – 484) 
64 1 ; 
= =_= 52“ + 48 тт = 17. 7mm 
T (52? – 482) 
4 
将 以 上 各 量 代 入 式 (16-13) 中 ， 用 试 算法 可 得 
Е = 28. 58kN 





П 中 心 加 载 压 杆 稳定 性 计算 


16. 5. 1 稳定 性 条 件 


压 杆 的 临界 力 ,与 压 杆 实际 承受 轴 向 压力 忆 的 比值 ， 称 为 压 杆 的 工作 安全 因数 ， 用 п 
表示 。 压 杆 在 工作 不力 作用 下 不 失 稳 的 条 件 是 ， 奈 杆 的 工作 安全 因数 ”应 不 小 于 规定 的 
许 用 稳定 安全 因数 Га ] ， 即 











= [п | (16-14) 








第 164 ARAR 





程 中 主要 是 稳定 性 校 核 。 通 常 ， 规 定 许 用 稳定 安全 因数 [n ] 比 强度 安全 因数 要 高 。 其 原 
因 是 ， 受 压 杆 件 存在 着 一 些 难以 避免 的 因素 (例如 ， 压 杆 的 初 索 曲 、 压 杆 的 偏心 、 不 完善 
的 端 部 条 件 以 及 材料 不 均匀 等 )， 这 些 因 素 对 不 杆 稳定 性 的 影响 远 远 超过 对 强度 的 影响 。 

R (16-14) 是 用 安全 因数 形式 表示 的 稳定 性 条 件 。 工 程 中 还 常用 应 力 形式 来 表示 稳定 
性 条 件 ， 即 











F 
ше [o], (16-15) 


RP, [olas -， 称 为 稳定 许 用 应 力 。 因 为 临界 应 力 о „ШЕ MZE, RARE 


的 压 杆 规定 有 不 同 的 工作 安全 因数 [n ]， 因 而 ,稳定 许 用 应 力 [oj], 与 强度 许 用 应 力 
[0] 有 不 同 之 处 。 
16.5.2 折 减 因数 法 

工程 实际 中 ， 压 杆 设 计 第 用 的 方法 是 ,将 压 杆 的 稳定 许 用 应 力 [o],， 用 材料 的 许 用 压 
应 力 [o] 乘 以 一 个 随 压 杆 柔 度 À 变化 的 因数 o 来 表示 ， 即 





[0]. = [0] (16-16) 
ЁЁ, Ж РДЕ ЖЛ À о, A п, ЈИ, 
用 一 个 因数 g =p) RRR АКЛ, He  、 i: -02150235 
总 是 小 于 1， 所 以 称 为 折 减 因数 。 f || | Tim 
用 折 减 因数 表示 的 稳定 性 条 件 为 | МЕ 
и ЖЕ (16-17) 


А 


ко. ки, 尺寸 以 及 残余 应 Кля | N 
rammen аташат et “HRN TH 
сати XJ ПЕ F 0 3980 БЕЛЕН А МСУ 








化 情况 绘 成 曲线 或 表格 ， 供 工程 设计 时 使 用 。 an 

轧 制 与 焊接 钢 构件 的 折 减 因数 可 查阅 《 钢 结构 设计 NE 
规范 》 (GBJ 17 一 1988) ， 木 制 构 件 的 折 减 因数 可 查 

阅 “《 木 结构 设计 规范 》(GB 50005—2003) 。 图 16-13 А 

JI h Е ç Ж R ўы, 25 d| ДИПЛ. Ж H E Ж) ф-А Él 16-13 

曲线 。 


例 16-4 一 连 杆 的 结构 如 图 16-14a 所 示 ， 材料 为 Q235 W, Б.Л E = 200GPa, с, = 
200MPa，o.=240MPa， 受 轴 向 压力 F=110kN 作用 。 若 [о]. =3， 试 校 核 连 杆 的 稳定 性 。 

解 (1) DIEE x-y 平面 和 x-z 平 面 内 的 约束 情况 

根据 连 杆 两 闪 与 其 他 零件 连接 的 情况 ， 在 x-y 纵 同 平面 内 可 简化 为 两 端 匀 文 约束 ; 在 >- 
z 纵 癌 平面 内 可 简化 为 两 端 固 定 约束 (图 16-14b ) 。 

(2) 分 别 计算 连 杆 在 这 两 个 纵向 平面 内 的 柔 度 

E x-y 纵向 平面 内 失 稳 ， 查 表 16-1, 19 ш=1, 2 轴 为 中 性 轴 
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1, h 6 
cm = 1. 732cm 








1, = == == 
A 23 B 
[ 1 x 94 
.== = 54.3 
i _ 1.732 


在 x-z 纵向 平面 内 失 稳 ， 查 表 16-1， 得 =0.5,y 轴 为 中 性 轴 
L b 2.5 
= cm = 0. 722cm 


г = =. =— = 
x 4 Зз xñ 


uli 0.5 x 88 
À = — 一 
У ў 0. 722 


A,>A,， 则 连 杆 者 失 稳 必 发 生 在 x-z 纵向 平面 内 ， 在 此 平面 A=A,, = 和 A,=61。 
(3) 选用 计算 临界 应 力 的 公式 
E 200 x 10° 
À =m |— = т |—— P= 99.3 
" A| 200 x 10° 


AK 16-2， 得 0235 钢 的 材料 常数 a = 304MPa, b=1.12MPa, Х Я Q235 钢 的 с. = 





240MPa， 则 
G — G, 304 - 240 
= 57.1 


À = 
i b 1.12 
由 于 和 ,<A<A,，， 所 以 该 连 杆 为 中 长 杆 ， 应 选用 经 验 公 式 计 算 其 临界 应 力 。 大 选用 直线 





AA, W 
T., =a -bà = (304 - 1.12 х 61) МРа = 235. 7MPa 


(4) 计算 临界 力 并 校 核 其 稳定 性 
F. = Аха, = (60 х 25 х 107° x 235.7 x 10°) = 253. 55kN 
Fa 253.55 
Bs, i 
F 110 


= 3.2 > [n]. 











该 连 杆 不 会 发 生 稳定 失效 。 
例 16-5 {ден + a ИП 8] 16-15a 所 示 。 两 端 饮 文 的 АВ 杆 由 钢管 制 成 ， 材 料 为 
生 


Q235 钢 ， 其 强度 许 用 应 力 [cc]=140MPa， 已 知 载荷 F =20kN， 试 校 核 48 杆 的 稳定 性 。 
: (1) 求 48 杆 所 受 的 轴 回 压力 





W CD 杆 为 研究 对 象 ， 如 图 16-15b 所 示 。 
由 5M,=0, 1.5xFxsin30°-2xF, =0 
2xF, 2x20 
Fan — = s 
1. Sxsin30° 1. 5х0. 5 
(2) Ж AB 杆 横 和 截面 的 惯性 半径 


1 2/50 + 40? mm = 16mm 


kN == 53. 3kN 


N 
am 


(3) 求 48 杆 的 柔 度 
HK 16-1 查 得 , u=1 











1.5 
I 1 х 530° 

a sE a РЗА 108 
i 16х10 


(4) 稳定 性 校 核 
查 图 16-13 得 折 减 因数 g=0.55， 则 稳定 许 用 应 力 
[o] = [0] =0.55x140MPa=77MPa 
АВ 杆 的 工作 应 力 


F 53.3 x 10° 
с =-= = ———————————Ра = 75.4MPa 


1 
7 (502 – 402) х 1076 


o< |o], 


АВ 杆 稳定 。 


@ = 


16-1 两 端 固定 ， 长 为 1/ 的 等 截面 中 心 受 压 直 杆 。 试 用 静 力 法 推导 其 临界 力 Е .的 欧 拉 公 式 。 

16-2 压 杆 具有 如 习题 16-2 图 所 示 的 不 同 截面 形状 。 各 截面 面积 相同 ， 各 杆 长 度 以 及 约束 亦 均 相同 ， 
试 按 欧 拉 公式 判断 各 杆 稳 定性 的 好 坏 。 

16-3 ”一 端 固定 、 另 一 端 自由 的 圆 截面 中 心 受 压铸 铁杆 件 ， 直 径 а= 50mm， 长 度 1=lm。 和 若 材 料 的 弹性 
模 量 已 = 117GPa， 试 按 欧 拉 公式 计算 其 临界 力 。 








[s] ру за] 


х P r 
[=] Е 
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16-4 长 1=1.2m， 由 等 边 角 钢 100mmx100mmx10mm 制 成 的 中 心 受 压 杆 件 ， 一 端 固定 、 另 一 端 自由 ， 
材料 为 Q235 钢 。 若 弹性 模 量 已 =200GPa， 试 求 其 临界 力 。 

16-5 习题 16-5 图 所 示 为 某 型 号 飞机 起 落架 中 承受 轴 问 压力 的 斜 撑 杆 (两 端 视 为 贸 文 )。 杆 为 空心 贺 
杆 ， 外 径 D=52mm， 内 径 d=44mm, 长 /=950mm。 材 料 的 с = 1200MPa、E=210GPa。 试 求 斜 撑 杆 的 临界 
应 力 和 临界 


外 昌明 
OS рә 


ғ МИ JJF 


习题 e" 习题 16-5 图 





16-6 在 习题 16-6 KETIK 1 £ ABC F, AB 和 BC УКЛ, 有 旦 截面 、 材 料 均 相同 。 车 因 在 АВС 
平面 内 失 稳 而 失效 ， 并 规定 0<06<w/2， 试 确定 了 为 最 大 值 时 的 9 78. 

16-7 和 铸造 用 砂 箱 推送 机 气 生 如 习题 16-7 图 所 示 。 气 体 压 强 p=1.6MPa， “= Р, =100mm; 活塞 
杆 为 空心 圆 管 ， 外 径 р = 50mm， 内 径 d= 40mm, 长 1=lm。 活 塞 杆 材料 为 Q275 W, o = 240МРа, Е = 
210GPa, # ы] =a s; 试 校 核 活塞 杆 的 稳定 性 。 











习题 16-6 图 习题 16-7 图 


16-8 习题 16-8 图 所 示 文 染 ， 斜 杆 BC Ж ЫШ, Е gd=45mm， 长 度 1=703mm， 材 料 为 优质 碳 钢 ， 
с, =350МРа, с, = 280МРа, Е= 210СРа, # [zj=4， 试 按 BC 杆 的 稳定 性 确定 支架 的 许可 载荷 。 

16-9 某 液压 币 活 塞 杆 承受 轴 癌 压力 作用 。 已 知 活 赛 直径 D = 
65mm, ЖЕ p=1.2MPa, WIT K 1= 1. 25, В 07 С, МБ 
с, = 220МРа, E=210GPa, # [n] ,=6, ЖЕЙ ЭТН ЙЕ 

16-10 ”螺旋 千斤 顶 如 习题 16-10 图 所 示 。 丝 杠 内 径 а= 52mm, 长 
E 1= 0.5m。 材 料 为 Q235 钢 ， 千 斤 项 起 重量 = 10003, 4 [n]. = 

5， 试 校 核 丝 杠 的 稳定 性 〈 按 抛物 线 公 式 ) 。 

16-11 长 1=1.06m 的 便 铝 圆 管 ， 一 端 固 定 23 — С, ЖОН) 
轴 向 压力 R=7.6kKN。 材 料 的 o, = 270MPa, Е=70СРа„ # [n], = 2 
试 按 外 径 也 与 壁 厚 6 之 比 D/6=25 设计 铝 圆 管 的 外 径 。 

16-12 275 16-12 KRE CD H >C FF AB 支承 。AB ЕНУ КТА 
为 矩形 ， 材 料 为 0235 钢 。 若 F=15kN. [n] ,=6， 试 校 核 支 杆 AB 的 稳 习题 16-8 图 


St ? 








416% AMAR 4 


定性 〈 按 抛物 线 公 式 ) 。 
16-13 ”两 端 贸 支 的 圆 和 截面 中 心 受 压 杆 ， 直 径 4= 60mm， 长 度 1=1.5m。 材 料 为 16Mn 钢 ， 其 强度 许 用 应 
Jj [o]=200 MPa。 阁 压 杆 所 承受 的 轴 癌 压力 f= 160kN ， 试 校 核 该 压 杆 的 稳定 性 。 





习题 16-10 图 习题 16-12 图 














16-14 中 心 受 压 杆 一 端 固 定 、 另 一 端 锐 文 ， 槛 截面 为 空心 圆 截面， 外 径 九 =200mm， 内 径 d= 100тт, 
长 !=9m。 材 料 为 Q235 钢 ， 其 强度 许 用 应 力 [o] =160 MPa。 试 求 该 压 杆 的 许可 载 集 。 

16-15 ”两 端 贸 支 的 圆 稚 面 中 心 受 压 杆 ， 长 度 1!=2.2m， 直 径 а= 80mm， 压 力 『=200kN， 材 料 为 Q235 
钢 ， 其 强度 许 用 应 力 [o] =160 MPa。 试 求 该 压 杆 的 工作 安全 因数 。 

16-16 习题 16-16 图 所 示 结 构 ，4 МЇ Еш, В, CHINEI, AB 杆 和 BC 杆 可 以 各 目 独 立 发 生 弯 曲 变 
ÉE 〈 互 不 影响 ) ， 两 杆 材 料 均 为 Q235 #1, o = 240МРа, с, = 200МРа, E=200GPa, 已 知 : d=80mm, а= 
70mm, l=3m, # ["] ,=2.5， 试 求 该 结构 的 最 大 许可 轴 向 压力 。 























习题 16-16 图 


16-17 习题 16-17 图 所 示 结 构 ，4B 是 №16 LFW, Ул 
柱 CD 是 由 三 根 连 成 一 体 的 空心 钢管 组 成 ， 外 径 D=50mm， 内 
£ d=40mm， 染 和 钢管 材料 均 为 0235 钢 ， 其 强度 许 用 应 力 
[o] =160 MPa。 均 布 载荷 g=48kN/m， 试 校 核 该 结构 是 否 
е, 

16-18 УЖ АЕН ОН, 长 1=2m， 外 径 刀 =40mm， 内 径 
d= 30mm， 材料 为 0235 #g, Е = 210GPa。 线 膨胀 系数 o = 
12.5x10-% ，， 若 安装 管道 时 温度 为 10C ， 此 时 管道 不 受 
力 。 试 问 当 温度 升 高 到 多 少 度 时 管道 将 失 稳 。 

16-19 231 16-19 图 所 示 结 构 ，AB 是 №10 TEW, В 

















习题 16-17 图 
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Яй Ей ж-ы BC 上。 钢管 的 外 径 D=40mm， 内 径 а= 30mm, C 端 亦 为 贸 支 。 梁 和 钢管 材料 均 为 Q235 钢 ， 
Е=200СРа„ `4 37 300N WEW H H РАЈ B war, # [n],=2.5, 试 校 核 BC 杆 的 稳定 性 。 





习题 16-19 图 


16-20 ”两 端 贸 支 的 圆 和 截面 压 杆 ， 直 径 4=40mm， 人 偏心 压 力 正 作用 在 圆周 上 ， 即 偏心 距 e=20mm , 压 杆 的 
KEE I=2m, с, =280MPa, 天 =200GPa。 问 下 为 何 值 时 压 杆 屈服 。 





附录 


截面 的 几何 性 质 


在 分 析 和 求解 杆 件 的 应 力 、 变 形 时 ， 均 涉及 与 杆 件 棋 截面 形状 、 大 小 有 关 的 量 ， 例 如 毅 
E. ER, ERS. Mo A 将 对 更 和 矩 、 惯 性 矩 及 惯性 积 等 稼 用 鹤 面 几何 量 的 定义 、 人 性 
质 及 计算 方法 等 进行 讨论 。 





—. BE S J D 
在 图 A-1 F, REE AA m KJE RN A, yOz 为 任 





5, = | zd4 





(А-1) 
S, = | ya4 
分 别 为 截面 图 形 对 y 轴 及 z AERE, 
式 (А-1) 中 的 积分 都 是 对 截面 图 形 的 整个 面积 4 进行 的 。 由 定义 式 (A-1) 可 见 ， 随 
着 选取 的 坐标 轴 у, z 位 置 的 不 同 ， 静 和 矩 S. 及 S. 之 值 可 为 正 、 负 或 零 。 静 矩 的 量 纲 为 【长 
度 ]- ， 常 用 单位 为 mm? 或 cm。 








añ 5, 及 S. 分 别 除 以 截面 图 形 的 面积 4， 得 
о 
Е" А-2 
_ s, (A-2) 
== 
A 


式 (А-2) 中 ， 坐 标 y 及 z 所 确定 的 点 C (y,，z) ， 称 为 截面 图 形 的 形 心 (图 А-1). 

由 式 (А-1) 及 式 (А-2) 可 见 ， 静 矩 与 形 心 的 计算 同 毅 力学 中 计算 力 算 与 重心 时 的 数 
学 形式 完全 相同 。 如 来 把 所 讨论 的 截面 比 作 是 等 厚度 均 质 薄板 ， 则 面积 元 系 将 与 该 点 处 的 重 
力 成 比例 ， 对 选 定 坐标 轴 的 静 矩 与 薄板 对 该 轴 的 重力 矩 成 比例 ， 所 以 鹤 面 图 形 形 心 的 位 置 与 
溥 板 重心 的 位 置 是 相互 重合 的 。 因 此 ， 对 于 简单 图 形 可 根据 已 知 的 几何 学 上 的 重心 ， 直 接 判 
定 其 形 心 位 置 。 














x A 一 
УА, 
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当 和 截面 的 形 心 位 置 已 知 时 ， 可 由 形 心 坐标 与 面积 的 乘积 求 得 毅 和 矩 БЇ 
S, =z4 
(А-3) 
S = УА 
在 图 形 平 面 内 过 形 心 的 轴线 称 为 形 心 轴 。 由 式 (А-3) п, #% I EJE XPE U HHB 66 YE 
必 为 等 。 与 此 相反 ， 和 大 截面 图 形 对 某 一 坐标 轴 的 静 矩 为 零 ， 则 该 坐标 轴 必 通过 截面 的 形 心 ， 
即 必 为 形 心 轴 。 
对 于 由 简单 图 形 (OÉ. AES) 组 合 而 成 的 截面 图 形 ， 进 行 吏 矩 计算 时 ， 可 抑 分 别 
计算 各 简单 图 形 对 所 选 定 坐标 轴 的 静 和 矩 ， 然 后 求 其 代数 和 。 组 合 图 形 的 形 心 位 置 可 按 下 陈 
计算 





小 一 一 
УА, 
ш (А-4) 
s: 
_ y Lal 
z = = 





式 中 , у, z 及 А, 分 别 表示 各 简单 图 形 的 形 心 坐标 及 面积 。 





例 A-1 试 确定 图 A-2 所 示 截 面 图 形 的 形 心 位 置 。 
解法 一 : 将 截面 图 形 分 为 1、 廿 两 个 矩形 。 取 y、z 轴 分 别 与 截面 图 形 底 边 及 右边 的 边 
缘 线 重合 (图 A-2) 。 两 个 矩形 的 形 心 坐 标 及 面积 分 别 为 





EI 形 心 C (у, z) y, =—60mm 
z, = 5mm 

А, =10mmx120mm = 1200mm” 
ЖЕП JÉ C, (у, z) y, = —5mm 
2, =45mm 


A, =10mmx70mm = 700mm?” 
HK (A-4) ， 得 形 心 C 点 的 坐标 (у, z) 为 
УТАТ ЖУА) -60x1200+ (-5) x700 





у = x mm == 一 39. Tmm 
A +A, 1200+700 
_ Z/A.+z,A, 5x1200+45x700 
z = = mm = 19. 7mm 
A +4, 1200+700 


形 心 C (у, z) 的 位 置 ， 如 图 A-2 所 示 。 
解法 二 : 本 例题 的 图 形 也 可 看 作 是 从 矩形 OABC 中 除去 矩形 BDEF 而 成 的 (图 A-3) 。 
点 С, 是 矩形 OABC WIEC, д С, Ж) BDEF 的 形 心 。 


y, =—-60mm 2| =40mm 


附录 一 


A, = 80mmx120mm = 9600mm2 


y, =-65тт z, =45mm 


A, =70mmx110mm = 7700mm? 











图 A-2 图 A-3 
_ Š, yiA1-y,4, -60x9600- (-65) x7700 
y=“ = = mm = —39. 7mm 
A A,-A, 9600-7700 
_ Š, 241-24, 40x9600-45x7700 
三 二 一 三 = mm = 19. 7mm 








A А-А, 9600-7700 


二 、 惯 性 矩 ” 极 惯性 矩 ”惯性 积 惯性 半径 
对 截面 图 形 ， 定 义 用 了 工 及 /表示 的 如 下 积分 


_ [5% 
1, = J: d4 


1, = | 72d4 
А 
分 别 为 截面 图 形 对 y 轴 及 z 轴 的 惯性 矩 (图 A-4)。 上 述 积 
分 对 整个 图 形 面积 4 进行 。 
对 截面 图 形 ， 定 义 用 地 表示 的 如 下 积分 
r, = | р!дА (А-6) 
А 
К ы ЖЩ ЖА ТЕ. дд BJ ER ЕЕ AP, p 为 微 面积 dh 到 求 极 惯性 矩 那个 点 的 距离 。 
如 果 求 截面 图 形 对 坐标 原点 0 的 极 惯 性 窍 ， 由 图 A-4 可 知 
1 = | oda = | O? +2)dA = 1, + 1, (A-6') 
A A 
上 式 表 明 ， 在 直角 坐标 系 y0z 中 ， 截 面 图 形 对 于 y 轴 及 z AEE, £ j E| JÉ XJ 
于 坐标 原点 的 极 惯 性 矩 ( 求 极 惯性 矩 的 点 如 果 不 是 坐标 原点 ， 式 (А-6) 不 成 立 ) 。 
定义 用 表示 的 如 下 积分 











I. = | yzd4 ( А-7) 
А 
为 截面 图 形 对 于 z WA y 轴 的 惯性 积 。 
[=s] тыг, [=] 
=з } 2553 
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惯性 矩 和 惯性 积 的 量 纲 为 [长度 ] ， 常 用 单位 为 mm 和 cm 。 

由 式 (А-7) 可 知 ， 当 y、z 轴 之 一 为 截面 图 形 的 对 称 轴 时 ， 鹤 面 图 形 的 惯性 积 必 为 零 。 
随 帘 面 图 形 与 坐标 轴 相 对 位 置 不 同 ， 惯 性 积 可 正 、 可 负 ， 亦 可 为 零 ， 但 惯性 矩 АРЕ Їн 
为 正 值 。 


例 A-2 АИ A-5 所 示 和 矩形 截面 对 于 过 其 形 心 的 y 轴 及 z 轴 的 惯性 矩 。 
解 : 取 面 积 元 素 dA=bd; (图 A-5)， 由 式 (А-5) 的 第 一 式 得 











, со, bh2 

r = | 244 = |268: = 一 

” VA -二 12 

同 理 可 得 
hb?’ 
pe — 
= 12 
К А-5 图 А-6 





例 A-3 计算 图 A-6a、b ITIR SE Üs [3] ЖП E АТА FÉ O 0 的 极 惯 性 矩 及 对 y、z 轴 
HR PEHE 。 

解 : R EA ША Б U W ЕДЕ Л у, z 轴 的 惯性 矩 

对 于 图 A-6a 所 示 的 实心 圆 截 面 ， 取 图 示 圆 环 做 为 微 面 积 dA HA IEEE 


ә Т. =- т D 
1, = | paa = |р x 2mpdp = 27 | р?др = Z 
A 0 0 





32 
由 于 图 形 对 称 
L, = 1, 
根据 式 (А-6'), 4E 
1 т)“ 
I =1 = 一 = 
y ”2 64 


同 理 ， 对 于 图 A-6b 7х BJ ze АТ, ЯА N 
= 2 — т, _ T 4 _ 174 
1, = fo м = fap x 2TDdp а”) 


| TD i 
或 = J (1-а) 


“D АЕА у, z 轴 的 惯性 矩 为 








. d 
FAT, а=. 

以 上 两 例 中 的 y、z 轴 均 为 鹤 面 图 形 的 对 称 轴 ， 故 惯性 积 I PJJ e 

| А-А ЖИ A-7 所 示 下 角 三 角形 对 两 直角 边 OA 及 OB ВЕЕ I. 1, KETER Lo 

解 : (1) 求 对 OA 边 的 惯性 矩 1 

取 面 积 元 素 





b 
dA ко ша. h—z) dz 
由 定义 式 (А-5) 得 


x b bh? 
1, = | 2a =f 2 -Ch — 





同 理 ， 得 到 对 OB 边 的 惯性 矩 T 为 
, hb’ 图 А-7 
=} ас 
(2) 求 对 两 直角 边 的 惯性 积 L, 
取 面 积 元 素 d4=dzdy， 如 图 A-7 所 示 。 据 定义 


h ге h e? h ][ b 2 р2р2 
т = | угдА =], |, yzdydz - | о ЗЕЕ т] dz = 31 


TEENDEEL, ЯН Ж bi ТЕЛЕ 2 ZS А АКЫ ÉS] JÉ ПШ А У K ЛУГ 77 у) 3 
ËL, Ep 











Т = А 
y | (А-8) 
I = A 
或 改写 为 
L, yi 
(A-9) 
1. 
„== == 
А 


AP, i K i, 分 别称 为 截面 图 形 对 于 y WA z HREF, REFERERAS [L], AH 
单位 为 mm 和 ст, 


三 、 平 行 移 轴 公式 


截面 图 形 对 于 形 心 轴 及 与 形 心 轴 相 平行 的 坐标 轴 的 惯性 矩 
之 间 ， 存 在 者 人 简单 的 代数 关系 式 。 

在 图 A-8 中 ， 设 已 知 截面 图 形 的 面积 为 4， 截 面 形 心 C 在 
任 一 坐标 系 y0z 上 的 坐标 为 (y，z) у. zo 轴 为 截面 图 形 的 形 
Eee en 人 截面 图 形 对 于 形 心 轴 的 
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WEE L 、 ARER Т, ЗР у, 2 轴 的 惯性 矩 六 、 及 惯性 积 /之 间 的 关系 。 
取 面积 元 素 d4， 其 在 两 坐标 系 上 的 坐标 分 别 为 (y, 2) Ж (yc, za), BET DL 
YEY tY 
z=z +z 


据 惯性 矩 及 惯性 积 的 定义 ， 并 利用 上 式 得 
І, = | 2и = Ko > d= [аа + 22] зал +: af ал 


1. = | daa = | (у, + у)?дА = | aa + 27| y dA + 2 ал 
А Ж А С АС А 


= | yzd4 = | о, + у) (Zo + z)dA 


= ЕЕ + a| yed4 t y| z dÀ + x: | aa 


式 中 ,| 上 zcd4 及 | yed4 为 图 形 对 形 心 轴 ye 及 ze 的 静 矩 ， 应 为 要 


2 而 284, [уа 及 
A A 


x [a qA ЭЖЕНЕ з, z 的 惯性 矩 及 惯性 积 ， 故 以 上 三 式 化 为 


式 (A-10) 即 为 平和 


对 于 一 


例 А-5 


解 : 


利用 式 (А-10), 


44mm2 


° 





得 


求 图 A-9 БТК у, 
ЖО ЖЛ у, z, 的 惯性 矩 和 惯性 积 ， 由 例 A-2 知 为 


L 


I 


yz 


= | 


Усс 


Е 


切 相互 平 行 的 轴 的 惯性 矩 之 中 ， 对 于 形 心 轴 的 惯性 矩 ， 其 值 最 小 
号 相反 时 ， 式 (А-10) 第 三 式 中 的 yz4 项 可 为 负 值 ， 


C 


=], +7 4= 
G 
+yzA = [0+(-10) х20х44 | mm! = -8800mm4 


с. А 

I =I, +у?А ( A-10) 
C 

I =I, +yzA 


Js Усс 


J 了 移 轴 公 式 。 由 式 (А-10) PIL, 





УА 及 ZA 项 恒 为 正 值 。 故 在 图 形 
。 但 当 坐 标 y、z 符 





计算 时 需 加 注意 。 





_ 4x11° 


2 


z 轴 的 惯性 和 矩 和 惯性 积 。 


11x4° Р 


12 


тт“ = 58. 67mm 





тт“ = 443. 7mm’ 





La Y 


H у = = 10mm, z = 20mm, 





A=11x4= 


I =I, +Z A= (58. 67+20°x44) тат” = 17659mmš 
C 


[ 443. 7+( -10)2x44 | mm“ = 4843. 7тт“ 


附录 


四 、 转 轴 公 式 


当 坐 标 轴 绕 原 点 旋转 时 ， 截 面 图 形 对 于 具有 不 同 转 角 的 各 坐标 轴 的 惯性 和 矩 或 惯性 积 之 间 
也 存在 着 确定 的 关系 式 。 

在 图 A-10 中 ， 设 截面 图 形 对 于 通过 其 上 任意 点 0 的 y、z 
轴 的 惯性 矩 六 、 工 以 及 惯性 积 工 均 为 已 知 ，y、z 轴 绕 О 点 转动 
a 角 ( 道 时 针 转 向 为 正 角 ) 后 的 坐标 轴 用 y 2, 表示 。 现 在 讨 
论 截面 图 形 对 y。、z。 轴 的 惯性 和 矩 I 、 及 惯性 积 了 ,与 已 知 的 
L. L K L, B| BJ 25 # , 

在 截面 图 形 中 任 取 一 面积 元 素 dA, HE y0z K у, Oz, 两 坐 
标 系 上 的 坐标 分 别 为 (y, 2) K (Yas, zs。)。 由 图 A-10 所 示 的 
几何 关系 可 得 





20 








y, = усоѕа ИИ 


Z, =2с050 -уѕпа 
据 定义 ， 截 面 图 形 对 y, ИЧРЕ JS 
| EPEE г. 
I = | ¿44 | (zeosa ysina )“ dA 


Ja 
= сове | аА + sinza | y dA — 2sinacosa | yzdA (b) 
A A A 
注意 等 号 右 侧 三 项 中 的 积分 分 别 为 
| 244 = т, | уал = 六， | yza4 = t, 
А i A A x 
将 以 上 三 式 代入 式 (b) ， 并 利用 倍 角 三 角 函 数 改写 后 得 























I +1, I -1, 
y = + соѕ20-1/ sin2e 
a 2 y 
u L+, LAL 
同 理 得 I, = 7 一 cos2e +Í sin2o (А-11) 
DAL 
1, = sin2a+] cos2a 
аа 2 yz 


式 (A-11) BPA EIE X E EFR AO е с H FEASA, А Е ЕНТ, 1Й 
性 矩 Т, KRYER I, 随 转角 a 作 周期 性 的 变化 。 
将 式 (A-11) 的 第 一 、 二 两 式 相 加 ， 得 
о е, (А-12) 
式 (А-12) 表明 ， 当 a Жоли, Am KJE XT T EAE Е Н — А bg l BJ li PE е АВ 
终 你 持 为 一 弟 量 。 由 式 (А-6) HIL, S Ht ka ИТР А A НОВАЕ Г, 








А-6 求 如 图 A-11 СЯ ya с, 轴 的 惯性 矩 和 惯性 积 ， 形 心 在 原点 O. 
й. ЖМУ у, z 轴 的 惯性 窍 和 惯性 积分 别 为 
ab’ ba’ 

I е — 3 
” 12 ”12 
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由 转轴 公式 (A-11) ， 得 
I +1, I-I, 
1,, = + 2 соѕ20% 1,5120 
ab" Ба ab? ba 
12 12 12 12 
= + 
2 
а (Ьа) ab(b -a ) 
24 24 
Р, Е Й 
т 2 一 2 соз2@ +1, sin2ao 
аъ (Б? +а?) аЬ (02-а?) 
24 24 
а! 


2 

















соѕ20, -0 ° sin2 ao 








соѕ20 








соѕ20, 





52а, +I, соѕ20 


ab? ba? 
12 12. 
= sin2æg +0 • cos2a0 
2 





2 2 
К “ка к 
24 

从 例 А-6 的 结果 可 知 ， 当 这 个 矩形 变 为 正方 形 时 ， 即 a=b Bh, ЇЙ ЖШ Pj fd о 无 关 ， 其 
值 为 常量 ， 其 惯性 积 为 零 。 这 个 结果 可 推广 到 一 般 的 正 多 边 形 ， 即 正 多 边 形 对 形 心 轴 的 惯性 
和 窍 的 数值 为 常量 ， 与 形 心 轴 的 方向 无 关 ， 并 且 对 以 形 心 为 原点 的 坐标 轴 的 惯性 积 为 零 。 





五 、 主 轴 ЖЕЖ Hb EHR ED ENEE 


前 已 述 及 ， 当 坐标 轴 绕 原点 旋转 ，a 角 改 变 时 ,1 K L 亦 相 应 随 之 变化 ， 但 其 和 不 变 。 
KIE, "4 变 至 极 大 值 时 ，7, 必 达 极 小 值 ， 反 之 亦 然 。 

将 式 (A-11) 的 第 一 式 对 a K, SHAIF, FH ao 表示 1, КІ 有 极 值 时 的 a 
f, f 
21, 
L-I, 

满足 上 式 的 wo 有 两 个 值 ， 即 ag 和 ao+90"。 它 们 分 别 对 应 着 惯性 矩 取 极 大 值 及 极 小 值 
的 两 个 坐标 轴 的 位 置 。 由 式 (А-П) 的 第 三 式 容 易 看 出 ， 图 形 对 于 这 样 两 个 轴 的 惯性 积 

惯性 矩 有 极 值 、 惯 性 积 为 零 的 轴 ， 称 为 主轴 ， 对 主轴 的 惯性 和 矩 称 主 惯性 矩 。 把 式 
(А-13) ЖАРЛАР у, BI 


( A-13) 











1 
coS2a = + 


/1+їап*2в, 


时 录 — 


1 








sin2Q0 = =; — 
и 20 
将 上 述 正弦 、 余 弦 函 数 代 入 式 (A-11) ЮЖ К, FRAK B 75 DN 4 E EE 
的 计算 公式 为 
LL =" 
P= = 24 > J +I. 2 ( A-14) 
min 2 2 y 





式 中 ， 根 式 左 侧 的 加 号 对 应 于 计算 惯性 矩 的 极 大 值 ， о. 

通过 形 心 的 主轴 称 为 形 心 主轴 ， 对 形 心 主轴 的 惯性 矩 称 为 形 心 主 惯性 和 矩 。 当 式 (A-13) 
及 式 (А-14) "PÉ L, 大 及 大 为 形 心 轴 的 惯性 矩 及 惯性 积 时 ， 所 求 得 的 即 为 形 心 主轴 的 位 置 
KJ D EIERE „ 





例 A-7 ЖЕ A-12 所 示 截 面 图 形 的 形 心 主轴 的 位 置 及 形 心 主 惯性 矩 。 
解 : 将 截面 图 形 视 为 由 1 、 本 两 个 矩形 组 合 而 成 。 
(1) 选 坐 标 系 
过 两 矩形 的 边缘 线 取 yOz 坐标 系 ， 如 图 A-12 所 示 。 
(2) 求 形 心 C (y. z) 

_ ууАү+уА, 45х700+5х1200 


y=———— —=— m= 20mm 


A +A, 700+1200 
_ ZA .+zA, 5х700+60х1200 


Лл, 7004120 mm 
(3) 求 截 面 图 形 对 形 心 轴 的 惯性 矩 及 惯性 积 
过 形 心 C ycCze 坐标 系 与 yOz 平行 ， 并 过 两 矩形 的 形 
{> Ci, C, 平行 于 yOz 分 别 取 yc Cizc 及 Ус, Сэгс, 两 个 坐标 系 。 
ш 2, bb A E 


WEFR 7 ЖМТ, ПАМА Ci, C, 在 ycCzc 坐标 系 上 的 坐标 分 别 为 





l. Ó la š 
Yo = 25mm, Zo = -35mm; 


Yo =-15mm， Zo, = 20mm, 





和 矩形 I} = 六 +2 А = 


Ус Ус 


70x10? 
1 | + ( -35)23700 mm =863000mm 


10x703 





I! sls +yc А, -| +252x700 mm = 7230000 


I} =l), +уссАу= [0+25х (-35) x700] mm = -613000тт“ 


ГеВ Yg С, 





10х 1205 
ЖЕЎ I ет +A = 


Ус Ус 


+201200) mm = 1920000 





_ 120x10 ， 
1! -| 


+ (-15)2х1200 mm = 280000 


1 ,=D ty. z. A,=|[0+(-15)x20x1200]mm%=-360000mm 


Zr 2 
yc2Cc Yc, C, 
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截面 图 形 由 和 矩形 1 、 卫 组 合 而 成 ， 其 对 yo. zo WIE L 1, 及 惯性 积 L, 分别 等 
于 和 矩形 1、 卫 相 应 的 惯性 矩 及 惧 性 积 之 和 。 
Г, =; +1, = (863000+1920000) тт“ =2783000mm* 
Г. =1;} +1 =(723000+280000)mm* = 1003000mm* 
Г =L; +I), = (-613000-360000) mm* = -973000mm* 
(4) 求 形 心 主轴 位 置 及 形 心 主 惯性 矩 


2L oze 2х (-973000) 
tan2ao =- 7 37830001003000 1977 
Ус 2с 





由 此 得 
«= 23. 8° о =113.8° 
BEDEM y, 及 zc 与 ye 轴 的 夹 朋 分 别 为 23.8 113.8°, WME A-12 所 示 。 
形 心 主 惯性 矩 为 








2783000+1003000 一 一 一 一 4 
—— T E= S = 6. ке ._  — — — 


ЫП Z =3210000тт“, Z; = 574000тт“, 
K A-1 中 给 出 了 几 种 常用 截面 图 形 的 几何 性 质 。 男 外 ， 附 录 B PAA ДЖ 48 8189 JL 


何 量 。 


| + -073000)? [mm 








表 A-1 几 种 常用 截面 图 形 的 几何 性 质 


形 心 坐标 
序号 | 名 称 图 形 ш Ж КИ 惯 ж 
СОО) 




















( 续 ) 
名 称 ШШ 性 Ж 
梯 
h? (b° +4аһ-а?) 
Yc 36 (a+b) 
Ж 
` 
Д = 0. 21224 I, = 0. 006864 
JÉ 
t 3 
_ Tab 
Yc 64 
形 
dí 
22 ly =— | а +ѕіпасоѕа — 
с 64 
7 16ѕіп2а 
形 | 
9а 











@ = 


试 求 习 题 А-1 图 所 示 各 图 形 的 形 心 坐标 。 








求 习 题 А-2 图 所 示 各 图 形 的 惯性 矩 。 
求 习 题 A-3 图 所 示 各 组 合 图 形 对 形 心 轴 y Py U PE AE Ç 
画 出 习题 A-4 图 所 示 各 图 形 主 形 心 惯性 轴 的 大 概 位置 ， 并 在 每 个 图 形 中 区 别 两 个 主 形 心 惯 性 矩 





求 习 题 A-5 图 中 过 点 0 的 主轴 及 主 惯性 矩 。 
[=] = [=] 


в" "Жа Pa 
Ka = ú 303 

==." 

[=] = 
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>. 


p 
N 
2 
у с 一 < 
КК ° 
S 









f) 








CN I 


Ж Š 


A-1 图 
A-2 图 


С) ES = 
N Ду 
е 
T 








附录 












zch “Ch 
350 
2 
С ў f 
= = f С 
f 
|] 
A Й 
. ГА 
а) b) 
KAALA ALA NS 
= L À 
|| 200x20 Z 
Ç Ç Nol4b 
f 
fc у 
f © | С 
f ү * 
J! No50a f 
f | —No25b 
> 
| 
| f 
c) d) 
习题 A-3 图 
II | 
= Шш = | O 7 
a) b) c) d) 
习题 A-4 Al 习题 A-5 图 
[=] ыз. [=] 
I 305 L 





R B-1 热 轧 等 边 角 钢 

















符号 意义 
b 一 一 边 宽 /一 一 惯性 矩 
0—0 5 i JE PE 2 
r A li] J, `É £ W—— I Ë 2% 
fi 边 端 内 弧 半 径 Zo 一 一 重心 距离 





理论 重量 外 表面 积 {Ж Ze mi 惯性 半径 /cm 截面 模 数 [cms 
/ (kem) > (m m) 






































= (Z k yk % # 


w € í 





Е 
ШП 


截面 尺寸 /mm 








理论 重量 
/ (kg/m) 


1. 852 0. 157 3.59 


外 表面 积 
Z(m`Zm) 


Е ет“ 


惯性 半径 /cm 


































































4 2. 422 0.157 4. 60 

2. 976 0.156 5.53 

2. 088 0.177 5.17 

2. 736 0.177 6. 65 

4. 5 

3. 985 0.176 9. 33 3. 89 1. 36 1. 70 2. 06 „эз 
2. 332 0. 197 7.18 12.5 2.98 1.55 1.96 1.57 34 
9.26 1. 54 1.94 0. 99 2. 56 4. 16 1.96 38 
l. 0. 220 18. 69 1.71 3.40 . 61 
5. 812 0.219 21. 23 8. 82 1. 69 3. 80 64 
6. 568 0.219 23. 63 9. 89 1. 68 4. 16 ‚ 68 
6 6.914 1. 83 2.31 1.18 5.41 8. 70 3.98 70 
i 80 7 С 7.977 50.65 | 41. 92 10. 96 1. 82 2. 29 1.17 6.21 9. 88 4. 45 74 
8 9. 020 7. 081 0.235 29.47 | 58. 02 | 46. 66 12. 28 1.81 2.27 1.17 6. 98 11.00 4. 88 ‚ 78 


























































































ee ЕЯ НЕЕ em 惯性 半径 /em 截面 模 数 /em 
/ (kg/m) /(m?/m) 
1. li Lo 1, Ж Wo Wo Zo 
3. 907 0. 248 19. 03 1. 96 2. 46 6.78 3. 29 1.70 
Е 6. 603 0. 247 30. 87 1. 92 2.41 10. 99 4. 98 1. 82 
7. 469 0. 247 34. 46 š 1. 85 
5. 397 0.275 32.21 2.16 2.73 10.32 4.95 1.91 
8. 373 0.274 48. 17 2. 12 2. 68 1. 37 15. 43 6. 98 2. 03 
© 7.412 5.818 0.295 39. 97 2. 33 2.92 1.50 | 2.04 
6 8. 797 84.55 | 74.38 | 19.51 2.31 2. 07 
9 12. 825 10. 068 0. 294 66. 10 2.27 2. 86 1. 46 12.43 | 19.75 8. 89 2.18 
10 14. 126 11. 089 0.293 71.98 2. 26 2. 84 13.64 | 21.48 9. 56 2. 22 
6 9. 397 7. 376 0. 314 57.35 2.47 3.11 16.08 7.65 2. 19 
: ~ 7 10. 860 8. 525 0.314 65. 58 2. 46 3.10 18.40 8. 58 2.23 
8 12. 303 9. 658 0.314 73. 49 20.61 9.46 2. 27 
9 13. 725 10. 774 0. 314 81.11 22.73 | 10.29 2.31 
10 15. 126 11. 874 0.313 88.43 | 171.74 | 140. 09 | 36.77 2. 42 3. 04 1. 56 15.64 | 24. 76 | 11. 08 2:35 























































































Е 
ШП 


10 


截面 尺寸 /mm 








理论 重量 
/ (kg/m) 


外 表面 积 
(mm) 





Е Ист“ 


惯性 半径 /cm 





截面 模 数 /cm- 











































































11 


[2 S 

















13. 535 


0. 433 





199. 46 | 355.20 | 316.49 | 82.42 























16. 690 0. 432 242. 19 | 444. 65 | 384.39 | 99. 98 3.38 4.25 2.17 30.68 | 49.42 | 22.91 3. 
19. 782 0.431 282. 55 | 534. 60 3.35 4. 22 57.62 | 26.15 3. 
22. 809 0.431 320. 71 3. 32 4.18 65.31 29.14 3. 


15. 504 


19. 133 


0. 492 
0.491 






297.03 | 521.01 | 470.89 | 123.16 


361. 67 | 651. 93 3.85 





2. 50 32.52 | 53.28 | 25.86 


4. 85 




















22. 696 


26. 193 


29. 625 


1. La Го W.o Wo 

8. 350 0. 354 82.77 2.79 3.51 80 20. 63 9.95 2. 

9. 656 0. 354 94. 83 2.78 3. 50 1.78 2. 

12. 219 0. 353 117. 72 | 219. 39 2.75 3.46 1. 77 29.35 13.46 2: 

13. 476 0. 353 244. 07 2. 74 3. 45 1. 76 2. 

: 

9. 366 0. 393 114.95 | 200. 07 3.10 3. 90 2. 00 25.74 12. 69 2. 

10. 830 0. 393 131. 86 | 233. 54 3. 09 3. 89 1.99 2. 

: 

300.73 | 260. 30 | 67.95 от | эз. тө 5 

15. 120 0. 392 179. 51 3. 05 3. 84 1. 96 40. 26 18. 54 2, 

17. 898 0. 391 208. 90 | 402. 34 3. 03 3. 81 1. 95 2. 

23. 257 0. 390 262. 53 2. 98 3. 74 1. 94 58. 57 25. 63 3. 

11. 928 0. 433 177. 16 3.4] 4. 30 2. 20 pA 
w 
w 
w 
w 


0.491 
0. 490 
0. 489 





423. 16 | 783. 42 3. 83 


481.65 | 915.61 | 763.73 | 199.57 | 3.80 


537.31 |1048. 62 | 850.98 | 223.65 | 3.77 








4. 82 





64.93 | 30.62 
75.96 | 35.03 


2.45 54.16 | 86.41 39. 13 


4.75 2.43 60.93 | 96.28 | 42.96 



















































































































JI 4 РА А ` яне ур 3 
理论 重量 | 外 表面 积 Е ш 
/ (kg/m) / (m/m) 
m 10 W Woo Wo 
10 27. 373 21. 488 0. 551 514. 65 | 915.11 | 817.27 | 212.04 | 4.34 5.46 2. 78 50. 58 82.56 | 39. 20 3. 82 у 
Р 
12 32.512 25. 522 0.551 603. 68 |1099. 28 | 958.79 | 248.57 | 4.31 5.43 59.80 | 96.85 | 45.02 3. 90 a 
14 140 Ж 
14 37. 567 29. 490 0. 550 688. 81 | 1284. 22 11093. 56 4. 28 110. 47 | 50. 45 3.98 
16 42. 539 33. 393 0. 549 770. 24 |1470.07 | 1221. 81 4. 26 123.42 | 55. 55 4. 06 
8 23. 750 18. 644 0. 592 521.37 | 899.55 | 827.49 | 215.25 | 4.69 5.90 47.36 | 78.02 | 38.14 3. 99 
14 
10 29. 373 23. 058 0.591 637. 50 |1125.09 1012. 79 4. 66 95.49 | 45.51 4. 08 
12 34.912 27.406 0. 591 748. 85 |1351. 261189. 97 4. 63 112.19 | 52.38 4. 15 
15 150 
14 40. 367 31.688 0. 590 855. 64 | 1578. 25 | 1359. 30| 351.98 | 4.60 5. 80 79.45 | 128.16 | 58. 83 4.23 
15 43. 063 33. 804 0. 590 907. 39 |1692. 10 | 1441. 09| 373.69 | 4. 59 5.78 84. 56 | 135. 87 | 61.90 4. 27 
16 45.739 35. 905 0.589 958. 08 | 1806. 21 1521. 02 4. 58 5.77 143.40 | 64.89 4.31 
10 31.502 24. 729 0. 630 779.53 |1365. 33 | 1237. 30 4. 98 6. 27 109. 36 | 52.76 4. 31 
12 37.441 29. 391 0. 630 916. 58 |1639. 57 |1455. 68 | 377. 49 | 4.95 6. 24 78.98 | 128. 67 | 60. 74 4. 39 
16 160 
14 43. 296 33. 987 0. 629 1048. 36 |1914. 68 | 1665. 02| 431.70 | 4.92 6. 20 90.95 | 147.17 | 68.24 4.47 
16 49. 067 38. 518 0. 629 1175. 08 | 2190. 82 | 1865. 57 4. 89 6. 17 164.89 | 75.31 4. 55 
16 
12 42.241 33. 159 0.710 1321. 35 | 2332. 80 | 2100. 10 5. 59 7.05 165.00 | 78.41 4. 89 
14 48. 896 38. 383 0. 709 1514. 48 | 2723. 48 | 2407. 42| 621.53 | 5.56 7. 02 116.25 | 189.14 | 88.38 4. 97 
18 180 
16 55.467 43. 542 0. 709 1700. 99 |3115. 29 |2703. 37 | 698.60 | 5. 54 6.98 131.13 | 212.40 | 97. 83 5.05 
18 61.055 48. 634 0. 708 1875. 12 | 3502. 43 | 2988. 24| 762. 01 5. 50 6. 94 3.51 145.64 | 234.78 | 105. 14 5.13 


























截面 尺寸 /mm | Т 2 外 表面 积 Е cm’ 惯性 半径 /em 截面 模 数 /em” 


理论 重量 
/ (kg/m) (mm) 


Е 
ШП 











Lo 








16 62.013 48. 680 0.788 2366. 15 | 4270. 39 3760. 89 . 6.18 . 163.65 | 265.93 | 123. 96 5. 54 
20 200 18 18 69. 301 54. 401 0. 787 2620. 64 |4808. 13 |4164. 54 ; 6.15 р 182.22 | 294.48 | 135.52 5.62 
24 90. 661 71.168 0.785 3338. 25 | 6457. 16 | 5294. 97 ; 6. 07 374.41 | 166. 65 5. 87 
16 68. 664 53. 901 0. 866 3187. 36 |5681. 62 | 5063. 73 . 6. 81 325. 51 | 153. 81 6. 03 

20 84. 756 66. 533 0. 865 3871.49 |7112. 04 |6150. 08 | 1592. 90| 6. 76 8. 52 244. 77 6.18 
之 之 220 21 

22 92. 67 72. 751 0. 865 4199. 23 | 7830. 19 |6668. 37 | 1730. 10| 6.78 8.48 266. 78 | 428.66 | 195.45 6.26 
26 108. 264 84. 987 0. 864 4827. 58 | 9273. 39 | 7656. 98 | 1998. 17| 6.68 8.41 309. 62 | 492.21 | 220.49 6.41 
18 87. 842 68. 956 0. 985 5268. 22 |9379. 11 |8369. 04 2167. 41| 7.74 9.76 290. 12 | 473.42 | 224. 03 6. 84 


24 115.201 90. 433 0.983 6763. 93 |12529. 7410742.67 2785. 19| 7.66 ЕЕ 4.92 |377. 34 | 607. 70 | 278. 38 7.07 
26 124. 154 97. 461 0. 982 7238. 08 |13585. 18/11491. 33 2984. 84 9.62 4.90 | 405. 50 | 650. 05 | 295. 19 7.15 
25 250 24 To 











































CN 
























P` 
© 
ә 











28 133. 022 104. 422 0. 982 7709. 60 |14643. 62112219. 39| 3181.81) 7.61 9. 58 4.89 | 433.22 | 691.23 | 311. 42 1:22 
30 141. 807 111.318 0. 981 8151. 80 |15705. 30112927. 26 3376. за] 7.58 9.55 460. 51 | 731.28 | 327.12 7.30 


32 150. 508 118. 149 0. 981 8592. 01 |16770. 41/13615. 32 . 7. 56 9. 51 487.39 | 770.20 | 342. 33 7.37 
35 163. 402 128.271 0. 980 9232. 44 |18374. 95114611. 16 7. 52 9.46 ; 526.97 | 826.53 | 364. 30 7.48 


注 :截面 图 中 的 r=1/34d 及 表 中 7 的 数据 用 于 孔 型 设计 ,不 做 交 货 条 件 。 


































































表 В-2 热 轧 不 等 边 角 钢 
号 意义 
8 一 一 长 边 宽度 
4d 一 一 边 厚 
ri W Wi РУ У 6 
i 惯性 半径 





Xo 一 一 重心 距离 











b 短 边 宽度 
r N l| k >: £ 
I—— EJ 

下 一 一 截面 模 数 


у= 心 距离 
















































Y, Y 
重心 距离 
十 / Я 、 sl 惯性 半径 / > EBE эр 3 
ие 截面 人 二 /mm | 截面 面积 | 理论 重量 | 外 表面 积 НЕ Zem e í 
== Q 
ү /ста^ / (kg/m) 5 
воан | о 
3 1. 162 0. 44 | 0. 34 | 0.43 | 0. 19 | 0. 16 |0. 392| 0. 42 | 0. 86 
2 572156 25 16 
4 1. 499 | е . . . | 0.43 | 0.34 | 0.55 | 0.24 | 0.20 |0.381|0.46 | 1.86 
3.5 
1.492 1.53 3.27 0.46 0. 82 0. 28 1.01 | 0.55 0. 382 0. 90 
Yo 2⁄2 32 
1. 939 1. 93 4. 37 0. 57 0. 54 | 0. 42 | 0.93 | 0. 39 | 0. 32 |0. 374 |0. 53 | 1.08 
1. 890 3. 08 5. 39 0. 93 0.70 | 0.54 | 1.15 | 0.49 | 0.40 |0. 385 |0. 59 | 1.12 
4/2 5 40 4 
2. 467 3. 93 8. 53 1. 18 2. 14 0. 71 1. 36 | 0.69 0.381 1. 32 
ЭШЕТ 7 ЕРТ" Е 
4.5/2.8 45 28 5 
IPES Кеин Ея Е 
5⁄3. 2 50 32 5. 5 
4 3.177 8. 02 16.65 | 2.58 0.90 | 0.69 | 2.39 | 1.06 | 0.87 10.40210.77 | 1.60 
3 2. 743 . . 8. 88 17. 54 | 2. 92 . | 1.03 | 0.79 | 2.32 | 1.05 | 0.87 |0.408|0.60 | 1.65 
5.6/3.6 56 36 4 6 3. 590 2.818 0. 180 11.45 | 23. 39 6. 33 2.23 1.79 | 1.02 0. 408 1.78 
5 4.415 3. 466 0. 180 13. 86 | 29.25 | 4.49 7.94 2.67 1.77 | 1.01 | 0.78 | 3.71 | 1.65 | 1.36 |0. 404| 0.88 | 1.82 
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重 ， x 
J. 4 JE. ` ЖА / ` гн. э 3 
型 号 理论 重量 | 外 表面 积 Ист суеш 截面 模 数 /cm 
/(kg/m) | Z¿(m2/m) 
j 1 L V. 
4. 058 3.185 0. 202 16.49 | 33. 30 3.12 | 2.20 | 1.14 3.87 | 1.70 | 1.40 |0. 398 1. 87 
4. 993 20.02 | 41.63 | 6.31 1.12 | 0.87 | 4.74 | 2.07 | 1.71 |0. 396 |0. 95 | 2. 04 
6. 3/4 63 7 
5. 908 . . 23.36 | 49.98 | 7.29 І А А 1.11 | 0.86 | 5. 59 | 2.43 | 1.99 |0. 393 |0. 99 | 2. 08 
6. 802 5. 339 0. 201 26. 53 | 58. 07 15.47 | 4. 97 | 1.98 1.10 0. 389 2.12 
4. 547 23.17 | 45.92 | 7.55 1.29 | 0.98 | 4.86 | 2.17 | 1.77 |0.410| 1.02 | 2.15 
5. 609 27.95 | 57.10 | 9.13 1.28 | 0.98 | 5.92 | 2.65 | 2.19 |0. 407| 1.06 | 2.24 
7/4. 5 70 7. 5 
6. 647 5. 218 0. 225 32. 54 | 68. 35 | 10. 62 | 18. 58 | 6. 35 | 2.21 1.26 0. 404 2. 28 
7.657 37.22 | 79. 99 | 12.01 0. 97 | 8. 03 | 3. 57 | 2.94 |0. 402| 1.13 | 2. 32 
6. 125 34. 86 | 70. 00 | 12. 61 1. 10 | 6. 83 | 3. 30 | 2. 74 |0. 435 | 1. 17 | 2. 36 
7.260 5.699 0. 245 41.12 | 84. 30 | 14.70 | 25. 87 1.42 | 1.08 8.12 | 3.88 | 3.19 0 435| 1.21 | 2.40 
7.5/5 75 
9. 467 7. 431 0. 244 112. 50| 18. 53 | 34. 23 | 10. 87 40 | 1.07 |10. 52| 4.99 | 4.10 |0. 429|1. 29 | 2.44 
11. 590 9. 098 0. 244 62. 71 |140. 80| 21. 96 | 43. 43 | 13. 10 1. 38 | 1. 06 |12. 79 | 6.04 | 4.99 |0. 423 |1. 36 | 2. 52 
8 
6. 375 5. 005 0. 255 85.21 21.06 1.42 | 1.10 | 7.78 | 3.32 | 2.74 |0.388| 1.14 | 2.60 
7.560 5.935 0. 255 102.53 53 25.41 1.41 | 1.08 | 9.25 | 3.91 | 3.20 |0. 38711.18 | 2.65 
8/5 
8. 724 56. 46 |119. 33 | 46. 96 | 29. 82 1. 08 |10. 58| 4.48 | 3.70 |0. 384 1. 21 | 2. 69 
9. 867 62. 83 |136. 41| 18. 85 1. 07 [11.92 | 5.03 | 4. 16 |0. 381 |1. 25 | 2.73 
7.212 5.661 0.267 60.45 |121. 1121.32 18. 32 | 29. 53 | 10. 98 1. 59 | 1.23 | 9.92 | 4.21 | 3.49 |0. 385 |1. 25 | 2.91 
8.557 6.717 0. 286 71. 03 |145. 59 | 21. 42 | 35. 58 | 12. 90 58 | 1.23 |11. 74| 4.96 | 4. 13 |0. 384 |1. 29 | 2.95 
9/5. 6 90 56 9 
9. 880 7.756 0. 286 81. 01 |169. 60| 24. 36 | 41.71 | 14. 67 1. 57 | 1. 22 |13. 49 | 5.70 | 4.72 |0. 382 | 1. 33 | 3. 00 
11. 183 8. 779 0. 286 91. 03 |194. 14| 27. 15 | 47.98 | 16. 34 1. 56 | 1.21 |15. 27| 6.41 | 5. 29 |0. 380 | 1. 36 | 3.04 













































































































Hu B 
Bm, 4 N| Af ` яне э 3 
T 理论 重量 | 外 表面 积 s л 97 Л 
== Q 
Po 9 
А V| СУ, 
7.550 0.320 | 99.06 |199.71| 30.94 | 50. 50 | 18.42 | 3.21 | 1.79 四 区 64 90 394| 1.43 3.24 
| .00| 35.26 | 59. 14 16. 88| 7.29 .394| 1.47 | 3.28 
10/6. 3 
8 127. 37 |266. 32| 39. 39 | 67. 88 1.37 |19.08| 8.21 | 6.78 10. 39111.50! 3.32 
10 153. 81 1333.06! 47. 12 | 85. 73 | 28. | 1.35 |23.32 387 |1. 58 | 3.40 
6 10. 637 8. 350 0.354 |107. 04 199.83 83 61.24 24 |102. 68| 31.65 | 3.17 | 2.40 15.1910. заат 627 1.97 2. 95 
7 12. 301 122. 73 1233. 20! 70. 08 1.72 |17. 52111.71| 9.60 10. 626| 2.01! 3.0 
10/8 | 100 | 80 10 
8 13.944 137. 92 1266. 61! 78. 58 1.71 |19. 81113.21 |10. 8010. 625 [2.05 | 3.04 
10 17. 167 13.476 0.353 |166. 87 |333. 63 | 94. 65 1172.48 | 49.10 | 3.12 | 2.35 2.35 | 1.69 |24 24|16.12|13.12|0. 622| 2. 13 3.12 
10. 637 133. 37 |265. 78| 42. 92 | 69. 08 1. 54 |17. 85 7.90 | 6. 53 10. 403 |1. 57 | 3. 53 
12. 301 153. 001310. 07| 49.01 | 80. | | ‚00 | 1. 53 |20.60| 9.09 | 7.50 |0.402| 1.61 | 3. 57 
11/7 |110 
13. 944 10. 946 0.353 |172.04|354.39| 54. 87 | 92.70 | 32.45 | 3.51 | 1.98 1.53 |23. 30110. 25 8.45 0. 401 3. 62 
17. 167 208. 39 |443. 13| 65. 88 1.51 |28. 54112.48 |10. 2910. 397|1.72 | 3.70 
14. 096 227.98 |454. 99 | 74. 42 |120. 32! 43. | 1.76 |26. 86|12.01| 9.92 |0.408|1.80| 4.01 
15. 989 12. 551 0. 403 256. 77 256. 77 519. 99| 83.49 [137.85 | 49.15 | 4.01 | 2.28 | 1.75 |30.41|13.56|11.18|0. 407| 1. 84 | 4. 06 
12.5/8 | 125 
19. 712 15. 474 0. 402 |312. 04 |650. 09 |100. 67 |173. 40| 59.45 | 3.98 | 2.26 | 1.47 |37.33|16.56|13.64|0.404| 1.92 | 4.14 
23. 351 18. 330 0. 402 364.41 41|780.39|116. 67|209.67| 69.35 | 3.95 | 2.24 | 1.72 |44.01|19.43|16.01|0. 400 | 2. 00 | 4.22 
8 18. 038 365.64 | 730. 53 | 120. 69 | 195. 79 1.98 |38.48|17.34|14.31|0.411| 2.04 | 4.50 
10 22. 261 | 445. 501913. 20 | 140. 03 | 245.92 | 85. | 1.96 |47.31|21.22|17.48|0.409| 2.12 | 4.58 
14/9 |140 | 90 
12 26. 400 20. 724 0.451 |521. 59 |1 096. 09| 169. 791296. 89| 100. 21| 4.44 | 2. 54 55. 87|24. 95 |20. 54|0. 406| 2. 19 | 4. 66 
14 30. 456 23. 908 0.451 |594. 101 279. 26| 192. 101348. 82| 114.13 4.42 | 2.51 | 1.94 |64.18|28.54|23.52|0.403| 2.27 | 4.74 




















= (Z Y kk # 


w € € 




















(2) 
/ cm 






















































































惯性 矩 /em 惯性 半径 /om | 截面 模 数 /om? т 
i 理论 重量 | 外 表面 积 | l 
== Q 
_ / (kg/m) /(m°/m) Í 
Í. La 17 ; ] Xo Yo 
18. 839 14. 788 0. 473 442. 05 |898. 35 | 122. 80 | 195. 96| 74.14 | 4.84 | 2.55 43. 86 |17. 47 |14. 48 |0. 364 4. 92 
23. 261 539. 24 |1 122. 85| 148. 62 | 246. 26 1. 97 |53. 97 |21. 38 |17. 69 |0. 36212. 05 | 5.01 
27. 600 632. 08 |1 347. 50 172. 85 | 297. 46 1. 95 |63. 79 |25. 14 |20. 80 |0. 359 |2. 12 | 5.09 
15/9 150 12 
31. 856 25. 007 0. 471 720. 77 |1 572. 38| 195. 62 | 349. 74 |119. 53 | 4. 76 | 2.48 73.33 |28. 77 |23. 8410. 356 5.17 
33. 952 763. 62 |1 684. 93| 206. 50 | 376. 33 1.93 |77. 99 |30. 53|25.3310.354| 2.24 | 5.21 
36. 027 805. 51 |1 797. 55| 217. 07 | 403. 24 1.93 |82. 60 |32. 27 |26. 82 |0. 352 | 2. 27 | 5.25 
23.315 19. 872 0. 512 668. 69 |1 362. 89| 205. 03 |336. 59 1121. 74| 5. 14 | 2. 85 62. 13 |26. 56 |21. 92 |0. 390 5. 24 
30. 054 784. 91 |1 635. 56 239. 06 |405. 94 2.17 (73.49 |31. 28 |25. 79 |0. 388 | 2. 36 | 5. 32 
16/10 160 13 
34. 709 896. 30 |1 908. 50 271. 20 | 476. 42 2.16 |84. 56 |35. 83 |29. 56 |0. 385 [0.43 | 5. 40 
29. 281 1 003. 04/2 181. 79| 301. 60 | 548. 22 2. 16 |95. 33 |40. 24 |33. 44 |0. 38212. 51 | 5. 48 
28. 373 956. 25 11 940. 40 278. 11 |447. 22 2. 42 |78. 96 | 32.49 |26. 88 |0. 376 | 2.44 | 5. 89 
33.712 26. 440 0. 571 1 124. 72/2 328. 38| 325. 03 |538. 94 | 194. 87 | 5. 78 | 3. 10 93. 53 |38. 32 |31. 6610. 374 5. 98 
18/11 180 
38. 967 30. 589 1 286. 912 716. 60| 369. 55 |631. 95 5.75 | 3.08 | 2.39 |107. 7643. 97 |36. 32 |0. 372 | 2. 59 | 6.06 
44. 139 1 443. 06/3 105. 15 411. 85 |726. 46 5.72 | 3. 06 | 2. 38 |121. 64 49. 44 |40. 8710. 369 |2. 67 | 6. 14 
14 
12 37.912 1 570. 90/3 193. 85| 483. 16 |787. 74 285.79 | 6.44 | 3. 57 | 2.74 1116. 73| 49. 99 |41. 23 |0. 392 6. 54 
14 43. 687 34. 436 0. 640 1 800. 9713 726. 17| 550. 83 |922. 47 326. 58 | 6.41 | 3. 54 | 2.73 1134. 65| 57. 44 | 47. 340. 390 6. 62 
20/12.5 | 200 | 125 
16 49. 739 39. 045 0. 639 2 023. 3514 258. 88 615. 44 |1 058. 86 366.21 | 6. 38 | 3.52 | 2.71 152.16|64.69|53.32|0.386| 2.99 | 6.70 
18 55. 526 43. 588 0. 639 2 238. 304 792. 00| 677. 19 |1 197. 13 404. 83 | 6.35 | 3.49 | 2. 70 |169. 33171.74 |59. 18 |0. 385 | 3. 06 | 6.78 





Е: 截面 图 中 的 r =1/34 及 表 中 了 的 数据 用 于 孔 型 设计 ， 不 做 交 货 条 件 。 














Ж В-3 热 轧 普通 模 钢 

















符号 意义 
с г 腿 端 圆 弧 半径 
ШЕ I—— n FE E 
x W—— Ж 
/一 一 平均 腿 厚 и 
r— W EIE 4% Z ——Y-Y 5j Y -Y, 轴线 间距 离 

















截面 模 数 重心 距离 
理论 重量 Хет? /em 
С I. у, W, Л, 
5. 438 10.4 | 3.55 1.35 
3.8 8.451 6. 634 50.8 16.1 | 4.50 {36 
3.8 8. 547 55.2 17.0 | 4.59 1. 38 
4.0 10. 248 8. 045 101 25.3 | 5.79 1. 43 
4.2 12. 748 198 39.7 | 7.80 1. 52 
4.5 15. 362 346 57.7 | 10.2 1.62 
4.5 15. 692 391 62.1 | 10.2 1. 59 
18. 516 564 80.5 | 13.0 1.71 


21.316 61.1 | 121 1.69 | 87.1 | 14.1 1.67 
21. 962 866 | 73.3 | 144 1.83 | 108 | 16.3 
25. 162 935 | 83.4 | 161 1.82 | 117 | 17.6 
29. 299 1370 | 111 210 1.95 | 152 | 21.5 1.84 
28. 837 1780 | 128 | 244 178 | 24.2 
32. 837 1910 | 144 | 268 191 | 25.9 
| 31. 846 24. 999 2390 | 158 | 298 | 8.67 | 2.23 | 218 | 28.2 
220 11.5 | 11.5 


22Ь 79 9.0 36. 246 28. 453 2570 176 326 8. 42 2.21 234 30. 1 2. 03 








tD 
中 
° 


сл сл сл сл 小 | a 
оо сл кә © оо ол | 一 
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截面 尺寸 . 截面 模 数 重心 距 
型 号 / іж н /em’ /em 
Оа) 
h b d La W, ү Zo 
24а 78 26. 860 174 | 325 254 | 30.5 2.10 
24b | 240 | 80 9.0 30. 628 3280 | 194 | 355 274 | 32.5 2. 03 
240 82 | 34. 396 213 | 388 293 | 34.4 2. 00 
25Ь | 250 KRE om изв a 353 282 | 32.7 1. 98 
27а 82 7.5 30. 838 4360 393 | 10.5 | 2.34 | 323 | 35.5 2.13 
27b | 270 | 84 9.5 35. 077 4690 428 | 10.3 | 2.31 | 347 | 37.7 2. 06 
Ii 86 11.5 50. 084 39. 316 5020 467 | 10.1 | 2.28 | 372 | 39.8 2. 03 
28а 82 7.5 — 40. 034 31. 427 4760 388 | 10.9 | 2.33 | 340 35.7 2. 10 
28с 86 11.5 51. 234 40. 219 5500 463 | 10.4 | 2.29 | 393 | 40.3 1.95 
30а 85 7. 5 43.902 34. 463 6050 467 | 11.7 | 2.43 | 403 | 41.1 2.17 
30b | 300 6.8 515 | 114 | 2.41 | 433 | 44.0 2.13 
1204 88 8.0 48. 513 38. 083 7600 552 | 12.5 | 2.50 | 475 | 46.5 2.24 
32b | з20 | 90 10.0 | 14.0 | 140 | 7.0 593 | 12.2 509 | 49.2 2. 16 
96 9.0 wo lan | 660 | 5 2.44 
36b | 36 | 98 11.0 | 16.0 | 16.0 13.6 | 2.70 | 703 | 66.9 2.37 
бс 100 | 13.0 13.4 | 2.67 | 746 | 70.0 2. 34 
注 : ЖР т, г, 的 数据 用 于 孔 型 设计 ， 不 做 交 货 条 件 。 






























































符号 意义 : 
有 一 一 高 度 н " 
и: - 腿 端 圆 弧 半径 
X DL М, 
d——k JE: 2 a 
平均 腿 厚 =. 
Ta i 惯性 半径 
Ке 94 
截面 尺寸 /mm РЕ ет“ 惯性 半径 /em 截面 模 数 /cm- 
理论 重量 
ОКХ 
(kg/m) 
x j 
49. 0 9. 72 
72.7 12.7 
77.5 12.7 
102 16.1 
141 21.2 
185 26.0 
237 31.5 
250 33.1 
22а 110 42.128 33.070 3400 225 8. 99 2.31 309 40.9 
220 12.3 9. 5 4. 8 
22b 112 9.5 46. 528 36. 524 3570 239 8. 78 2.27 325 42.7 
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截面 尺寸 /mm ТЕ ст“ 惯性 半径 /cm 截面 模 数 /cm 
入 ТЕ EE 





БЕ 
ПШ 
= 
сх 























Z/( ke/m 
24a 116 U 37.477 4570 280 9. 77 2.42 381 48.4 
240 
24Ь 118 10.0 41.245 4800 297 9.57 2.38 400 50.4 
13.0 
25а U 38. 105 5020 280 10. 2 2.40 402 48.3 
25b 309 9. 94 2.40 423 52.4 
27a 345 10.9 2.51 485 56.6 
27b 366 10.7 2.47 509 58.9 
13.7 
28a 345 11.3 2.50 508 56.6 
28b 10.5 47. 888 7480 379 11.1 2.49 534 61.2 
30a 126 озо 48. 084 8950 400 12.1 2.55 597 63. 5 
30b 300 128 11.0 14.4 52.794 9400 422 11.8 2.50 627 65. 9 
30c 130 13.0 57. 504 9850 445 11.6 2.46 657 68.5 
32а 130 67.156 52.717 11100 460 12.8 2.62 692 70.8 
32Ь 320 132 11.5 15.0 11.5 5.8 73.556 57.741 11600 502 12. 6 2.61 726 76.0 
32с 134 13.5 79.956 62.765 544 12.3 2.61 760 81.2 








36a 136 10.0 76. 480 60. 037 2. 69 875 81.2 


36Ь 360 138 12.0 15. 8 12.0 6.0 83. 680 65. 689 16500 582 14.1 2. 64 919 84. 3 


36c 140 14.0 90. 880 71.341 17300 612 13. 8 2.60 962 87.4 


























































































































T 理论 重量 

40a 67. 598 660 15.9 2.77 1090 93.2 
40b 73. 878 692 1140 96.2 
40с 146 14.5 23900 1190 99.6 
45a 150 11.5 80. 420 1430 114 
451 450 152 13.5 87. 485 1500 118 
45c 154 15.5 35300 1570 122 
50a 158 12.0 93. 654 1860 142 
506 500 160 14.0 101. 504 1940 146 
50c 16.0 19. 0 2. 96 2080 151 
55a 12.5 21.6 3.19 2290 164 
55c 16.5 2490 175 

21.0 

56a 12.5 106. 316 2340 165 
56b 14.5 21.6 3.16 2450 174 
56c 16.5 123. 900 2550 183 
63a 13.0 121. 407 2980 193 
63b 15.0 22. 0 24. 2 3. 29 3160 204 
63c 17.0 23. 8 3.27 3300 214 





注 : Ж т, г, 的 数据 用 于 筷 型 设计 ， 不 做 交 货 条 件 。 
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附录 


部 分 习题 答案 


第 2 = 

2-1 a) F\=-11.08kN, F, =-4.62kN, T=0.69 kN:m, M,=-1.66 kN:m, M,=-0.97kN:m 
b) Fy=-5kN, Fs =-0.4kN, T=0.24kN:m, M,=-0.09 kN-m 
с) Fy =-1319. 89N, Fs =550.55N, T=-15.02N + m, М, =-165.17 N · m,M,=-36N + m 
d) Fy=-100kN, Fs =-25kN, Fs =-16kN, M,=9.6kN:m, M,=-22. 5 kN:m 

2-2 F =200к№, M,=-3.33 КМ: 


2-4 а) с„=10МРа, т„„=-15МРа 
b) с„=47.3МРа, т„„=7.3МРа 
с) с„=-—12.5МРа, т,,, =-65MPa 
d) с„=35МРа, т,,, = –60. 6МРа 
е) с, = 0. 49МРа, т,,, = 20. 5МРа 
f) с, = -38. ЗМРа, Tp, = ОМРа 
2-5 а) о'= 57МРа, о" = -7МРа, а,, = -– 19. 33°, а, = 70. 67°, т’ = 32МрРа, т” = – 32 МРа, 
æa =-64. 33°, а, = 25. 67° 
b) а'=57МРа, о" = -7МРа, а,, = 19. 33', о, = 109. 33°, т'= 32МРа, т" = – 32МРа, 


æa =—25.67°, о,„ = 64. 33° 
с) o'=25MPa, о"= – 25МрРа, а, = 45°, а, = 45°, т’ = 25МРа, т" = – 25 МРа, о,, 
-90°, Cw, = 0° 
а) с'= 11. 2МрРа, ос" = 71. 2МРа, с, = 52°, о, = –- 38°, т' = 41. 2МРа, т" = -41.2 
MPa, а,,=7°, «„=—83° 
е) с’'=4.7МРа, о" = -84. 7МРа, а, = -13.3°, œ ,= 76. 7°, т = 44. 7МРа, т" = –-44. 7 
MPa, а,,=-58. 3°, а, = 31. 7° 
f) o'= 37МрРа, о" = – 27МРа, a, = 109. 3°, œ, = 19. 3°, т' = 32МРа, т” = – 32МРа, 
we. =64.3°, а,,= 154. 3° 
2-8 а) с=с; (1+со50), o,=oGo (1-со50), ос; =0, 7'=Gocos0, т" = –осусоѕ0 
Ь) NY с„=0, сз=-43т,, EY 7" =~/370 
с) с,=100МРа, o,=03=0, т'=50МРа, z”=-50MPa 
2-10 с, = ПОМРа, o,=0, o,=-20MPa 
2-11 т„=43.3МРа, т„„=-43.3МРа, o; = 50МРа 
2-13 о; = 84.7MPa, о, = 20МРа, o, = –4. 7МРа, I = 100MPa, /, = 1200 (MPa)2, /, = – 8000 
( MPa)’ 


2-14 a) o =60МРа, с, = З0МРа, o,=-70MPa, „a =60MPa, Taa =65MPa 
b) o, =50МрРа, с„=30МРа, с; = -50МрРа, с, = 50МРа, Taa =50MPa 

第 3 章 

3-1 є„=0, є,=С, g,=2Gz+Jy+Kx, y, =B, y, =2Fy+Ix+Ja+D, y, =2Ex+Iy+Kz 
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3-3 1) 2, =0. 55х10 =0). 55u, ғ, =0.45x10 ° =0. 45u 
2) у, =-0. 17х10 ° =-0. 17и 
3) Ymax =0.2x10 rad, a, =45° 
3-4 1) e, =-0.433x10 °, е, =0.433x10 Š 
2) у„„=-0.5х10 “rad 
3) Ymax =1X10 rad, a, =0° 
3-7 1) e, =55%#, €, = 45и 
У,у = – 60ш 





2) Yna = 60. 8ш, а =40. 3° 
Y ху 
3-9 „= 
&45 2 
3-10 е, = 150. и, £an 150.1, Ymax 300. 2u 


3-11 1) =, = 280и 

2) €x. = 290и, € 
3-12 = = 830и 

4 3-13 == -335ш, ә =-25u, у, = -236. 8u 
ШЕЕ] 3-14 є„=-49.би, є„=345.би, у, =-222u 
3-15 є,=253.2и 


=-210u, y... = 500и 


min 


第 4 章 
4-1 co. =200MPa, с, = 240МРа, o) =420MPa，56=25% 
4-2 F=20kN 


4-3 2=5х10`*, o=100MPa (o<o,), F=7.85kN 
4-4 E=208GPa, v=0.32 

4-5 c i =0, с„=-19.8МРа, o,=-60MPa 

4-6 а) o =0, с„=0, с, = -д 


b) o, =0,=- 4, Os qg 
4-7 Абё=-5.66х10 тт, Ab=7.63x10 !mm, Ah=1.17x10 тт 
4-8 =, =6. 65x107 
4-10 а) 0=1.0x10 1, e=22500J/m`, e,=21666. 7J/mš 
b) 0=2.0x107f, e=15244. 1J/m?, е,= 11910. 1J/m° 
с) 0=2. 6х107*, e=48100J/m?, e,=42466. 7]/та” 
4-12 cu. 53. 8МРа, с„„=-26.3МРа 
第 5 = 
5-1 а) Fu =Е, Fa =0, Fa =-Е 
Бу Fu, Fo Ar, pu oF 
с) Fui =4kN, Fo =-2kN, Fp =-5kN 
d) Fy =-10К№, Fu, = 1003, Fu, =40kN 


min 





附录 — 




















5-2 а) Fu (x) = 20pgaA+pgAx (0<х<2а) 
Fy (x) = -20pgaAtpgAx (2a<x=<4a) 
b) FN (x) = —10ргаА-рдАх (O< x<a) 
Еу (x) = -30pgaA-pgAx (a <x=<2a) 
F\3 (x) = -60pgaA-pgAx (2a<x=<3a) 
5-3 ov =10.7MPa，o =-20MPa 
5-4 0o/»=-47.4MPa, ocs = 104МРа 
5-5 
q o/MPa т/МРа 
0° 100 0 
30° 75 -43.3 
45° 50 -50 
60° 25 -43.3 
90° 0 0 
5-6 F=25.13kN 
5-7 o =100MPa 
5-8 opr=70.4MPa | 
ЕТ, x 
5-10 = 1 
"вз О?) ШЕЕ 
4F1 
5-11 = 
T Ed d, 
5-12 @,ç=100MPa, ср = 100МРа, y¿=0.75mm ( { ) 
5-13 Al=-12mm 
5-14 oj=127MPa，ov,=03.7MPa 
5-15 A 点 位 移 是 3. 78mm 
5-16 K=0.729kN/m?, Al=-1.97mm 
2F F 
5-17 O mas na? Uoma ad 
3A 3A 
5-18 с, =138.33MPa, с,, = 138. 33MPa 
5Е F F 
5-19 oi Oo y о, = = — 
6A 3A 6A 
5-20 o =-14.7MPa, с„=17МРа, с„=191.5МРа 
РІ 
5-21 = 一 -一 
YA FA ( 1) 
5-22 24. 89MPa 
5-23 c, =-36.4MPa, c. = –59. 1MPa 
5-24 o, =0,=-8MPa, o,,=-2MPa 
V3 Eô 1 Eô 
5-25 04D = C. Ap ° 7 ， Opont ph ° 
4+/3 4+/3 ! 


2 1 
5-26 air= 一 аи С рр ызы 


| 
m 


j] 
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pD? w’ AD _pD o° 





5-28 о„= Р 
4 4Е 
We 
5-29 A= 
EAg 
第 6 = 


6-1 a) T =-M, T,=-2M 
b) T, =-М, T,=2M 
с) T =-20kN:m, T, ==-IOkN-m, T,=20 kN-m, T, =80 kN:m 
6-2 416.4kW 
6-4 т„=35МРа; Tma = 87. 6MPa 
6-5 d =45mm; D,=46mm; 4, =23mm 
6-7 61.2MPa 
6-8 18.47kW 
6-9 空心 轴 7 ， =41.1MPa， 实 心 轴 r = 23. 8MPa 
6-10 (1) 74=20.4MPa, у, =0.255x10 rad; (2) Tmax =40.8МРа, p=1.17(°)/m 
x 6-11 (空心 圆 轴 外 径 / 实 心 轴 直 径 )x(1+ta?); (空心 圆 轴 外 径 / 实 心 轴 直 径 )2x (1+o2) 
ШШ ci; + =16.3MPa, e=0.58(°)/m 
6-13 (1) 7 ， =46.6MPa; (2) P =71. 8kW 
6-15 d=74mm 
6-16 (1) 7 ， =40. 1МРа; (2) 7,=10.83MPa; (3) ф=0.565 (°) Zm 
6-17 7 =25MPa; @=3.59° 
6-18 ШО ЕЕ, M=10.35 kN-m; 开口 薄 壁 杆 ,，M=0.142 kN:m 
6-19 7,,=6.4MPa 
ста 
7-1 а) Fs =-——Е, M. =—F; Е; 5—F, M,=—F 


b) Fs =-Е, М, =0; Е; =-Е, М„=-КЁа; 


с) Е; =-Е, M =-Еа; F, =0, М„=0 








M, М. M. Me 
| ы т Ма=- 3 ЕСУУ Мә => 
е) Fs =-Е, Mi=3Fa; F; =-Е, М. =2Ра 
f) Fs = Ma = 4P; ғ, =l, M.= qË 
7-2 a) Fs (x) =0, M, (х) = а (0<xa) 
Fs, (x) =F, M. (x) =F (2а-х) (a<x=<2a) 
b) Fs (x) =F, M. (x) =3Fa-Fx (0<xa) 
F, (x) =F, M (x) =F (2а-х) (a<x=<2a) 





附录 — 


c ) Ps. (х) = M, (х) =—Fx (0О<хх<а) 
Fs, (x) - 5, M, (х = Fx+Fa (а<х<3За) 
Е. (x) А М. (х) ЕЕ (За=<х< 4а) 
з 2 2 2 
d) Fs (x) =0, Ma (x) =0 (0<x<a) 
Fs, (х) =0, M, (x) =-M, (a&x&3a) 
Fs, (x) =0, M, (х) =O (За<х<4а) 
е) Fs, (x) - 290 М, (x) ИНЕ ИС (O< x<a) 
4 4 2 
f) Fs (x) э M. (x) =- Рх (O< x=<2a) 
Fs, (x) =-F, M, (x) =Fx-3Fa  (2a=x=3a) 
g) Fy, (х) = уда, Ma (z) = орожо дах (0<х<2а) 


Е, (х) = –да, M, (х) = дах-Зда? (2а=<х=< 3а) 
h) F, (х) =0, M. (х) = -да? (O< x<a) 





- CE 11 M, (x) _ 11 23 2 ЕЕЕ 

Sg X) 一 124°, 2 КЖ C T T а<х<2а 
1 19 7 

Ре. (x) T 191% М (x) = 154% T qa (2@<х<3За) 


L o 12 2l 2 40 , 
(х) = —qx“—-4qx+8qa, Ma (х) = 9х - 9х +124ах- —qa 
2а За 6 3 


(За<х<4а) 
Ed 
О тах Туу 
7-9 oy = 159МРа, Oxa = 93. 6МРа, 减少 41% 
7-10 В Ао, =94. 1МРа, СЖ с, = 174. 1MPa, o, = 174. 1MPa 
7-11 o, = 194МРа, T „a = 48. ЗМРа, т = 33. ЗМРа 
7-12 AÑ: с =16. 67МРа, о,=0, о, = -16. 67МРа 
В 点: o =0. 93МРа, с, =0, о, = -167. 6МРа 
C 点 : ср=0,=0, с, = 666. 7МРа 


7-8 


О: Г] Сы 
E Ñ: 01=0,=03=0 
7-14 F=15kN 


7-15 c =89.7MPa, су = 3. 92МРа 
7-16 co =65МРа, су = 8. 6МРа 
7-17 ,=120MPa 
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qol qol 134$ 714° 
7-20 а) 0»=-— - ，20p 三 一 š b) o=- g=- 
24E1, 30E, 48ЕТ, 384ЕТ, 
ӨЕ 29ЕГ 上 l: 
с) Ө» = Up са d) Во. Vp =- q 
SEI, 48E, 48E, 128E], 
5041 A 27да* 1391 
7-21 а) 2Z4 一 一 ° Өв = 二 b) 0А = ° о 08 
24ЕТ, 12Е1І, 128ЕІ. 48ЕТ. 
4 _ ql’ d) _ да? _ 119г 
СО A 16FL) Ë 12EL "ATEL? 8 24El. 
2l 
7-22 a=— 
3 
Рх? 
7-23 v(x) = 
ЗЕТ, 
7-24 al,=32.7MPa ov=33.7MPa 
第 8 = 
W, 9.72 
8-2 tana=—-=——=0. 198, B] &a=11.2° 
. 49 
8-3 a=25.5°, ИЕ 2. 83MPa 
8-4 IC =157.1MPa 
8-5 ojr=-10.8MPa，71=4.7MPa;i oxr=-42.1MPa, тк=0 
8-6 с, = 55. 7МРа 
8-7 Os 4MPa 
8-8 T 26. 9MPa, O ema = 732. ЗМРа 
8-9 o aax = 140МРа 
8-10 点 a: o ,=41. 6МРа, 点 b: o, = 240МРа, {= С: с„=-—6.9МРа, 点 d: o; = 116МРа 
8-12 о, = 105. 9МРа, ос, =0, ос; =-25. 9МРа, F = 100. 5kN, М, = 657. 3М№ · m 
8-13 с, = 12МРа, Ta e IMEG, g „=26MPa, a= U; 03, = -14МРа; 
с,„==—3.98МРа, Тук 19. 1МРа, O 17. 2MPa, т›„=0, T, = 21. 2МРа 
8-14 ВШ E: o =212MPa, с„=0, с; = –4. 6МРа 
8-15 c =-14. ІМРа, т, у= 0. 6МРа 
8-16 с. = 41. 8MPa, Тш lo: 3MPa, 01,=47.4MPa, T, =0, T, =-5. 6MPa; 0,, = 82. 3MPa, 
Ty, 16. ЗМРа, су. = 3. IMPa, T, =0, 03, = —85. 4MPa 
8-17 H. Op 6. 94MPa, т,.р= 3. 05МРа; J: с, = —8. ОбМрРа, 7,.1=0 
8-18 a: Da О» т. 20. 7MPa; c: T, =24MPa, T, = 5. 3MPa 
第 9 = 
MÌ MI 
9-2 = иони ，0, = 一 一 ( 顺 时 针 
0с Таа, A с ) 
5 Fa? 5 Fa? 
9-3 = ‚ д, = Л F £T 
a lol. ¿À 





附录 一 














P _ 2 FR° 
7 АВ ЕІ 
FR? FR? 
9-5 up=0.5 -7 (—), vg =3.36—— (4) 
_ ql’ 、 _ 13ql 
9-6 аз. (HFEF) ; ua = BFT (一 ) 
al (2-1) а? (t-t) 
一 二 — — (ПШ y == ——ї 
9-7 Ө, 3 ( 顺 时 针 ) ，A。 (4) 
9-8 0 = (1-x) (21-х) ( 顺 时 针 ) 
-mrm 5 
3. 375ЕІ 2. 375ЕІ 
9-9 а) E (HA), b) FA ( In] i) 
5Ер ЗЕ? 
y | H Т ДУ 
9-10 RST, (HF), T (ЗАН) 





1° ql’ 、 
9-11 TIT, (WHE), (ВТЕР) 





МІ МІ МІ 
_ — U (Y — (ii I O CN 
9-12 1) у (ЛЇЇ), 2) С; ( 顺 时 针 )，3) УТ ( 顺 时 针 ) 


9-13 4.07mm (HF) 
2FP FL 
‚ — (WE 
3T (WHA) T ( 逆 时 针 ) 
9-15 84lmm. 
9-16 164. 6MPa. 
9-17 7.11mm, 140. 1 MPa. 





9-14 





2ЕГ 
9-18 
Л] (j F) 
WI 2 
9-19 o,a q4 [1448 O tal) 
АЎ, ЇЇ? 
W V 
9-20 g- 1+ 
А Та Д 
=== 
3EI ЕА 
第 10 = 
10-1 а) 2 次 b) 1 次 с) 6 次 d) 4 次 e) 5 次 f) 1 次 
ol ЕАР? _ FP 
PC AR+3I C” EAP +3EI 


10-3 vp=5. 05mm 
10-4 F. = 24. О8КМ 


791^ 
10-5 A= 1 
1152Е1 
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Р 
10-7 а) Ке =- -> 


" P 
° b 2 


3 
y 


4М, 4М, 
Ь) кык» F ОЕ, Ев =0, M g = 0. 273M9 





10-10 F, = 


5 
10-11 a) 1) F. =F 





b) 1) pa LAR ОРА 


F 
10-12 a) F, =F ee (FB), 


N Fy 
BD 1+2cos3aw coo ЕЕ 2соѕ? о 


(47) 


= (в) 


Nis 。 ° Fy 
aD 2SInQ BD 


| Fsin2a F (1+соѕ?о) " 
— с) b и е т ( 拉 ) ， Fy,, ee ( 拉 )， 


1 +cos Qa+sin’ a ]+cos о +ѕіп? a 


= (Æ), =0 


s9 
Fsin cosa 


12 3 in? (8) 
COS QT 二 SIn G 


La 
10-13 F =— F, F,=— 
Di th Lh h 


10-14 Fy, =82.8kN (JE) 


Ncp 


1 1 
10-16 a) ‚ ЖЖ. — 41°, Аав 9 ; Ь) М — — AaB E 


0. 0422 FR? 
El 


10-18 a) |M| .. =qa2, Т =0. 1454а?; b) M... =0.61Fa, T=0.11Fa 
КҮ" 230818 r __36Е% 
о U 9 


10-17 a) Ap=0; b) As= 


第 11 章 
11-1 а) oc. =90MPa с, =93МРа с„=100МРа ø „=95.39MPa 
b) c, í =10MPa ov,=37MPa с; = 100МРа cu=95.39MPa 
11-2 (1) с; = 135МРа, o „=119MPa; (2) Gc. =30MPa, с, = 31. 2МРа 
11-4 а) с. = l10MPa с, = 95. 39 МРа 
b) ca = ПОМРа с = 95. 39МРа 
o. = 149. 0МрРа, ос. = 141. 6МРа 





11-8 0; =250МРа, с = 229МРа 
11-9 o, = 168. 3МРа 
11-10 n,=1.92, п, =2. 19 








1— 
11-11 (a) сӊ=р, Gap; (b) с; = 二 


11-12 o =50MPa, o,=0, o,=-150MPa 

11-13 (a) 152MPa; (b) 132.8MPa; (c) 192. 4MPa 

第 12 章 

12-1 с, = -47.4MPa<[ о], ose = 103. SMPa<[ r], с, = 200МРа>[ос], Ж 
12-2 с, = 106. 2МРа<[с],,, сь =60MPa<[o] ], 24 

12-3 п=199 5, No4 角钢 (40х40х5) 

12-4 [F  ]=61.8kN, [F, e] =4IkN, [F] =41КкҸ 


12-5 (1) с,» =160МРа, сь. = 12.8MPa>[o J y, 结构 强度 不 够 ;1 (2) 4B 杆 不 变 ， 


截面 为 6=63.2mm, h=126. 5mm 
12-6 有 =18.7kN， 不 安全 
12-7 (1) d 284. бтт, 4, 274. 5тт, (2) d=84.6mm, (3) Е 
12-8 d =82.4mm, d,=61.8mm 
12-9 4269. 5mm 
12-10 т, =41МРа, т, = 54. ІМРа, 2722 
12-11 у= 153. 6mm 
С; с,=60. 4МРа>[ с, |, [с, | = 37. 9МРа<[с. |, DEE 
С: o. = 45. ЗМРа<[ с, | 
12-12 cu. =6.7МРа<[ o], T. = ІМРа<[т| 
12-13 а= 2. 120, q=25kN/m 
12-14 Мо 28а (或 No 25b) 
12-15 h/b=/2 , d=227mm 
12-16 b=161.3mm, h=242mm 
12-17 b=510mm 
12-18 F=907kN 
12-19 b =41.7mm, А, = 125тт, b, = 40тт, h, = 120тт 
12-20 (1) 2m<aĘ<2.667m; (2) No 50а 
12-21 (1) 9=15. 68К№/ т; (2) а= 16. 8mm 
12-22 J =2. 126х107 m: 
最 大 正 应 力 所 在 点 o =158МРа, 
最 大 切 应力 所 在 点 o, = 127MPa， 
腹 板 和 嗓 缘 交界 处 o,,=141.6MPa， 安 全 
12-23 > =0.0246mm<|[ v], кас 
12-24 d= 三 112mm 
12-25 v=12mm<[v]=17.5mm， 安 全 


附录 


BC 杆 
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12-26 No 22a 
12-27 (a) o,,.=133.3MPa>[o]， 不安 全; (b), (с) с, = 100МРа<[с |, 22 
12-28 (1) h=75mm; (2) с, =40MPa， 安 全 
12-29 CRH o ,=12MPa<[o], р Жс, = 12МРа<[с], 24 
12-30 а= 11. 2° 
12-31 No 32Ь 
12-32 [Е] =3. 75 
12-33 4231. /mm, 42:30. 8mm 
12-34 41= 51. 8mm 
12-35 о. =58.ЗМРа<[с], 24 
12-36 (1) d=48mm; (2) 4=49. 3mm 
12-37 с. = 144МРа<[с]х105%, 24 
АЕ \ 2 1167\ 2 
12-38 — | +3{—| 三 [er 
J Б 
12-39 о. = 107. 4МРа<[с], 24 
12-40 с, =119. 6МРа<[с], #4 
第 13 ж 
13-1 d=34mm, ó=10.4mm 


13-2 
13-3 
13-4 
13-5 
13-6 
13-7 
13-8 
13-9 
13-10 


T=88. 5MPa<[7] ， 安 全 

т=84МРа<[т], с, = 198МРа<[ 0с}, |, с, = 152МРа<[ с], 

F Í = 292kN 

та = 127МРа, ты = 152. 8МРа 

а = 15 тт 

с = 153. 4МРа<[0], т= 146. 4МРа>[т], с, = 230МРа<[0, |, Ж 
д2 9 тт, [三 90mm, А2 48тт 

[| F | =384kN 

[| F | =203kN 


第 14 = 











Е = 13003, X £. ZH 
F. = 240, 11286 


[ F] = 1203 
[ F] = 4380 
[F] = 15KN 





实心 轴 T =9. 04 К-т, ZOA Т = 18. 7 kN:m 


附录 


s 


2 
14-9 Т, = (Rr) 


Ta 4 (1-0) d 


14-10 





T. 3 (1-a4) ' D 
14-11 T=1.448 kN:m 
14-12 M =3.35 kN:m 
第 15 = 
15-1 о, =200МРа, с, = 100МРа, r=0.333 
15-2 (1) r=1; (2) г=-1 


15-3 oa = 152. 8МРа, O =-101. 8МРа, с, = 25. 5МРа, с, = 127. ЗМРа, г= –0. 666 
15-4 o n=- n =75. 5МРа, с, =0, с, =75. 5МРа, г= -1, с-г 曲线 略 

15-5 Ke~ L55; К. =1. 26, е, =0.77, е, =0. 81 

15-6 п, = 1.4 


15-7 п, =1. 84>[ п, | 

15-8 п, = 2. 92>[ nç] 

15-10 п„„=1.88 

15-11 п„=1.03 

第 16 章 

16-3 F. =88.6kN 

16-4 Е, =255kN 

16-5 c . =666МРа, F = 401. 7КМ№ 

16-6 Ө=агсіап ( сог В) 

16-7 п, =7. 46>[п.], 稳定 

16-8 [5 |= 84. 5КМ№ 

16-9 [4 | = 24. 6mm 

16-10 n =4. 15>[л.], 稳定 

16-11 [0 | =30. 54mm 
д 


16-12 =7.69>[ п], TAE 

16-13 o=56.6MPa, [c]. =92. 4МРа, o<[o].,, 稳定 
16-14 [F] =1941.5kN 

16-15 n.=2.16 

16-16 [F] =159. 99kN 


16-17 op,=56.1MPa, o, =98. 4МРа, [0], =69. IMPa, ZZ 
16-18 7= 95. 76% 

16-19 n =2. 33<[ п. ]， 不 稳定 

16-20 Е= 70. 35К№ 
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